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К сказанному в предисловии редактора перевода пер- 
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Рефераты в Энцнклонедни . 


Классификация геомет В. 300 = вого тома и к характеристике содержания и формы из- 
ыя построения, анты — ее т }=- 79 Вы 400. ложения этого второго тома, содержащейся в предисловии 

о применен уме НА У ео 400 самого автора, а также „во введенни, прибавить почти 
мч. и. АЕ к „ для упрощения геометрических “ что нечего. Если в первом томе ре крити-, 
всйшая литература по п р 406 ческие, методические, исторические соо ражения, замсча- 

К пачертательной енот и "разигенской программы": 41. - ния, сопоставления Клейна ‚происхолят на фоне фактов 
нло Непера`и регнартатта' лиги ` и алгебры и анализа, в общем хорошо известных читателю 

р и о с университетским математическим образованием, то 
Добавление |] Е О а, во втором томе, обсуждаемые вещи в значитель- 

т ел а Ной части являются мало знакомыми такому читателю 

5 Е в лНИЯ ЮО ПРЕПОДАВАНИИ °’. (если его знания ограничиваются университетскими вос- 
ПНА ; р СТРАНА: поминаниями), особенно у нас в Союзе. Поэтому хотелось 
И Аней о ременных школьных реформах... а! бы надеяться, что эти лекции, в которых так ярко ска- 
3. Франция "ее ды о ея зывается наряду с широтбй научных и педагогических 
+ Италия 77: и А 428 горизонтов, глубиной’и трезвостью творческой и критн- 
4 фермания (О дальнейшем развитии прусской "лин: а > ческой мысли и`специфически клейновскою способностью 
РМ) ..... с, КолЬноЙ- ре. к координации, систематизации, взаимному переплетению 

° ` А А 984 разнообразнейшего материала, также и полная энергин 


м. о й воли к действию, всегда бодрая и заражающая этой 
. бодростью. окружающих личность автора, — будут спо- 


к! собствова+ь и У насв самых широких слоях учительства 
“ дисциплинам, одинаково прекрасным как ‚внутреннею 
красотою построения, так и богатством ‚Приложений, и 


атематики-исследователи. но педагоги (не только `ма- 
тематики!) цитируют егб;-быть может, чаще, чем кого бы 
т0 ни было, С другой стороны, стиль Клейна всегда в 
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сслн не самую мысль, то нюанс, оттенок мысли автора 
Вот почему мы старались возможно ближе передавать 
текст до мелких деталей включительно, хотя бы и ценою, 
иной раз, тяжеловесности перевода. В тех редких слу- 
чаях, где нам казалось желательным и допустимым вста- 
вить, рали большей ясности, лишнее слово или вариант 
оригинального выражения, мы помещали эти слова и ва- 
рнанты в квадратные скобки; более значительные наши 
вставки отнесены в подстрочные выноски и тоже заклю- 
чены в квадратные скобки. Что касается передачи 
математических терминов, то возможно, что она не всегда 
встретит всеобщее одобрение, что неизбежно по причине 
редкого употребления части соответствующих понятий в 
р математической литературе, В частности, термины 
рассмана: Шшещей, ЕБепещей, КаипиеЙ я передаю вы- 
ражениями: „линейный элемент“, „плоскостный элемент“, 
„пространственный элемент“, а не „часть линии“ или „линей-. 
ная часть“ и т. д. (указав, впрочем, на такой буквальный пе- 
ревод). Деловтом, что Клейна интересует в соответствую- 
щих местах не буква, а самая идея разбираемых вещей, 
что доказывается уже тем, что он сам часто вместо: 
грассманова [1!ет{е! говорит УеКюг; слово же „элемент“ 
казалось мне более подходящим. здесь, чем „часть“, ` 
Ввиду того, что из рекомендуемой Клейном литературы 
лишь очень немногое существует в русском переводе 
(Вебер-Вельштейн, Энриквес, Адлер, Эрлангенская про- 
грамма,...), считаю уместным обратить внимание читателя 
на ценную книгу проф. В. Ф. Кагана „Исторический очерк 
развития учения об основаниях геометрии“ (Одесса 1907). 
Нелегкую в общем работу по переводу этого тома 
мне отчасти облегчили мои бывшие ученики М. А. Ней- 
марк и В. В Гуссов. . 
Почти тридцать лет минуло с тех пор, как я впервые 
подошел к знаменитому уже тогда профессору Феликсу 
Клейну с Апше!4ипрзЬисН (зачетной книжкой) в руках. 
Пусть этот посильный труд переводчика-редактора явится 
скромным выражением чувства глубокой признательности 


незабвенному учителю. 
Д. Крыжлновский. 


Одесса, 8 июлн 1935г. 


ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ . 


и В соответствии с общим планом, развитым мною в 
ты ие ыы изданию первого тома, относи- 
— реиздания моих литографированных лекций 
ст и изложение настоящего второго тома остались 
ей те ее считать ее изменений в д. 
их вставок. а прибавления, относя- 
щирся к нерассмотренной в перв з не 
туре научного и педагогического харак ыы 
а аи, после повторных обсуждений с 
СВЕН артом (Зеу{аг#). Он же снова взял на себя 
ую часть работы, связанной с изданием КНЯГИ. 


Геттинген, май 1925, Ф. Клейн. 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 


В предисловии 
) к первому тому настоящ 
} их ле 
ета, теор, анализ) я выразил сомнение а 
На рой том, посвященный геометрии, поя- 
ра Однако его уже удалось обработать 
Е степени благодаря энергии г. Гелль 1 

я охотно отмечаю. | те 
ие но ею ЖЕНИЯ и цели всей этой. серии 
ь ничего особе 
ее ного к 
ны и в предисловии к первому т 
о Жо необходимым сказать несколько 

вой ю принял этот 

, ‚ каку второй том. 
о эта фовма совершенно ен чем. в 
зор всей области гесмельы = и 
. ии в том объеме," 
а ме, какой - 
ом ый в ры ого учителя средней в В. 
ты я, осящиеся к преподав 

ни о на задний план; во о ЕВЕ 
рме в конце, поскольку оставалось место 
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Прн описанном изменении в расположении материал: 

в известной степени сыграло свою роль желание избежат; 

повторения ‘одной какой-нибудь слишком стереотипной 

формы. Но можно привести и’ более серьезные внуфрен- 

нне основания. Мы не имеем `по геометрин таких цельных 


учебников, . соответствующих общему состоянию науки’ 


какими мы обладаем по алгебре и анализу, бдагодар! 
наличию служащих образцом французских Соигз (курсов) 
Вместо этого мы ‘встречаем изложение то одной, то дру- 
гой стороны нашего многообъемлющего предмета в со 
ответствии с их разработкой той или другой группой ‘ис 
следователей. В противоположность этому казалось, 
точки зрения пресдедуемых мною педагогических и обще 
научных целей, существенно важным попытаться дат 
более целостное суммарное изложение, 

Заканчиваю пожеланием, чтобы оба уже теперь гото 
вых взаимно дополняющих друг друга тома „Элементар 
ной математики с точки зрения высшей“ встретили в учи 
тельском мире то же дружеское внимание, как и лекци; 
по вопросам организации преподавания математики; издак 
ные в прошлом году г. Шиммаком` (ЭсПбитак) и мною. 

а Ф. Клейы, 


Геттинген, Рождество 1908. 


ВВЕДЕНИЕ 


. Уважаемые слушатели! 

Курс, к чтению которого _я сегодня приступаю, дол- 
кен, составить непосредственное продолжение и допол. 
чение курса, прочитанного мною в последнюю зиму !'). Те- 
1ерь, как и тогда, моя цель заключается в том, чтобы 
се то, чем вы занимались в области математики за годы 
‚туденчества, поскольку оно может представить хотя бы 
‘акой-нибудь интерес для будущего учителя, свести вое. 

‚ ино, а главное — разъяснить с точки зрения его значе- 
„ния для постановки школьного преподавания математики. 
Зимою я ‚осуществил эту программу поочередно для 
‚арифметики, алгебры и анализа; в текущем се- 
местре очередь за гвометрией, которая тогда-остава- 
мась в.стороне. При этом наши рассуждения должны 
быть ‘понятны, конечно, и независимо от прошлого кур- 
ра, Кроме того, я хочу несколько изменить также и самый 


реск школьному преподаванию мате матики, 
‚оторый зимою всегда служил для меня исходным пунктом, 


‹ 1) [Этот зимний курс (посвященный арифметике, алгебре н анализу) 
зыл издан в виде | т. этих лекций, сперва в антографнрованном (1903), 
, потом в печатном виде. Русский перевод этого | т. (Д. А. Крыжанов- 
‘кого под редакцией В. Ф. Кагана) был издан впервые в 1911 г. (изда- 
‘ельством „Матезис“ в Одссее) под названием „Вопросы элементарной 
+ высщей математики“, т. [ ив настонщее время перензлан ГТТИ. 

дальнейших ссылках на „т. |* р число указывает на страницу 
всого послелнего русского издания ТТИ, а второе (в скобках) на стра- 
цу упомянутого издання „Матезис“.] 


1+ ЯВОЛЕННЕ 


^ мнина ФС еШ0, 970 во преим насхальных жаникухл 
енг, здесь, в Гезтинтсне, состоялись кан икулирные 
чуРем лая преподавателей матоматнии и Физики в стар» 
их классяя. Ма этих курсах я скедал сообщение & моем 
ен курсе, #ов сиден © пм, д также < докладом иро- 


фессора завинин гимназии Беренлоена (Верлен), возник. 


с ния, интересные и живые прения по ® ре- 
ору шикольномо обучения зрих етиме, алгебре п и 


Ь. И МО 


© вполне заелу, 
стороны школы: хотя универ. 
и лает много слециальных зна; 


гозорые сообщаются обыкновение в других курсах, что». 
Со четь возможность сделать ударение на’ обзоре. 
ела, Пры этом я буду, конечно, каждый рав старать- 

Столько пОНЮчЬ пазией пазиими краткими указаниями, 


„зервьюй части, — В гора [ эт 
эикициикю ‘делается, умазывать на историческое 


ы: ты „ № 
о \ м. возьнай реферат Пимена ©} постяновке прелодавания мата- 
о ‚мдейм (8. ЗбнешмтаЕ, + 9% 
боись о Вне: Фет сонет: оон» 


осей сто» 
НО Ву - 
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азвитие наукы, ва достижения её великих янонеров. 


„Вкого рода разъяснениями я надеюсь содействовать, я 
вы сказал, зашему общему математическому 
образованию: наряду со знанием деталей, которое вы 
почерлаете ооорпециельних курсов, должно занять ме 
В зогИЧеских и ци связей целого, 
азрешите сделать аще одно, последнее, замечание 
решето характера, эбегнуть недоразумения, кото- 


эт первой, „арифметической“, Невзирая на этот отрыв, — 


_я выступаю злесь, как и вообще всегда в подобных курсах 


общего характера, поборник виции, которую: 
я охотнее всего обозначаю словами „фузноннзм в пре- 
подавании арифиетнки и геометрии“), понимая 
приэтом „арифметику“ всмысле, принятом в школе, г.е, 
как область, к принадлежат не только учение 
® целых числах, но и вся алгебра и анализ, Другие, осо 
бенно в Италии, пользуются словом „фузионизм“ для 
характеристики ‘стремлений, ограничивающихся оляою 
только геометрией. Дело в том, это с давних пор принято. 
как в школе, так н в университете сперва полагать гео- 


рым 


учазщыеся орихолят в школу, хиреет, `В противополож- 


временно трактовать плоскость и прост ря 
ду с другим, чтобы не начинать < искусственного орави- 
чения нашего мыцалення двумя измерениями, Я присоеди- 
НяюсЬ здесь и к этим стремлениям, но в то же время’ 
| рии сие „Рубон фа АеуилевИ: шыт еотейие”, т. в. 
буквально, „слияние (силовзеные) арифметики н геометрия“. Однаюо сам 
Хаейи одне нее в рее ем см, вачало завлючитольнной главы, 


ванне ие орел ебите че а я зизералуре, а Е еее ие 


физрестное вапфаюд, призожные, разумеется, не и самим лиан. 
нам, а лишь. к их пренодасзини, Этим объясизется ине 


. 


” 


| 
| 
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имею в виду, как сказано, еще дальше идущий фузионизм 
в прошлом семестре я постоянно оживлял абстрактный 
теории арифметики, алгебры и анализа чертежами в 
графическими методами, которые делают для иного изла- 
гаемые вещи гораздо более доступными и часто впервыс 
позволяют понять, зачем ими занимаются; аналогично 
этому, я буду теперь с самого начала сопровождат 
пространственную интуицию, которая, конечно, должне, 
занимать первое место, аналитическимн формулами, кото- 
рые в высшей степени облегчают точную формулировку 


Как именно все это надо понимать, вы лучше всего 
Увидите, если я сразу же обращусь к нашему предмету; 
тут в первую очередь мы должны будем заняться рас- 
смотрением ряда простых геометрических основных 
образов. ое 
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1. ОТРЕЗОК, ПЛОЩАДЬ, ОБЪЕМ КАК ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ 
о ь `ВЕЛИЧИНЫ 


и 
Вы видите ужё из этого подзаголовка, что, следуя 
только что высказанному в общей форме намеренито, я 


друг другу величины на прямой, на плоскосги и в иро- 
странстве. Но в то же время, в соответствин с более об- 
ей Фузноннстской тенденцией, мы для аналитической 
рормулировки будем с самого начала принципиально 
тользоваться обычной п рямоугольной системой 
координат. у 
Начнем с отрезка, лежащего на А-0си; эсли концы 
`9 имеют абсциссы л,, хз, то его длина равна х, —х,, 
эту разность можно, очевидно, записать в виде такого 
ределителя: : - 
мл, о 
Совершенно аналогично, площадь треугольника, лежа- 
(его в плоскости ^, У и образованного точками 7, 2, 
’ с координатами лх,, 2; Х» Уз Хь Ух» равна: 


; 1 | 71 
(1, 2, 3) == 18| 2 У 1 
1х: у: 1 
и, наконец, для объема т етраэдра с вершинами в 
точках 7, 2,3, 4 с координатами В А, У, 24 


нмеем выражение: 


: М лай 
28 Х: уз @ 
? (1, 2, == 1.2.3 | у. =м 
Я У: 2 
+. Клейн, Элемоитарная мазоматика 2 
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Обыкновенно говорят, что длина, 
равны абсолютному значению написанных здесь 
между тем как в действительности наши 
мулы дают, кроме того, вполне определенный знак: 
(-=), зависящий от той последовательности, 
даны точки. Примем за правило применять всюду также 
и в геометрии знаки (==), 
формулами; в соответствии с этим мы должны спросить 


г ани» 


у 


(самого по себе, разумеется, произвольного) соглашения. 

случае одного измерения будем всегда считать 
положительную х-ссь направленною вправо. На плос. 
кости будем положительную х-ось направлять вправо, 


передвижения ее по плоскости, т, е, не выходя из плос- 
кости в пространство. Наконец, пространственную систему 
координат, считаем возникающей из нашей плоской сис- 


направлением вперед (рис. 2); принятие противополож- 
ного направления 2-оси за положительное снова дало бы 
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существенно отличную систему координат, которую ни- 
каким движением в про‹транстве невозможно было бы 
наложить на нашу систему 1). 

Придерживаясь постоянно этих соглашений, мы най- 
дем истолкование наших знаков (+) в простых геомет- 
рических свойствах того чередования точек, какое обу- 
словливается данной их нумерацией. 

В случае отрезка (1, 2) это свойство почти самооче- 
видно: выражение длины отрезка х, —х, получает поло- 
жительное или отрицательное чис- 
ловое значение в зависимости от 
того, лежит ли точка 7 справа или 
слева от точки 2, 

В случае треугольника находим, 
что формула дает для площади 
положительное или отрицательное 
значение в зависимости от того, ; 
направлен ли против или по ча- 
совой стрелке обход контура тре- 
угольника, ведущий от вершины 7 
через вершину 2 к вершине 3. Для доказательства мы 
зычислим сперва определитель, дающий площадь 
в случае одного специального, как можно удобнее рас- 
положенного треугольника, а затем разберем и общий 
случай, пользуясь идеей непрерывности. А именно: рас- 
сматриваем треугольник с вершиною 7 в „точке — еди- 
нице“ (или „единичной“ точке — Ешпейзриик!) х-оси 
(= Ту = 0), с вершиною 2 в точке — единице у-оси (х» = 0, 
У=Шис вершиною 3 в 
Уз = 0). Согласно нашему условию относительно выбора 


Рис. 3. 


напразлен против часовой стрелки (рис. 3), а наша 
Формула дает для его площади положительное значение: 


1) Эти две системы различают как „правую“ (или правовращающую) 
# „левую“ (левовращающую), так как они соответсттуют взанмном 
расположению трех растопыренных первых пальцев правой и дев 
Рук (ср. т. 1, стр. 99 [194 ]). 


2* 
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Непрерывно деформируя этот треугольник, можно ег 
вершины перевести с вершины любого другого треугол! 
ника с тем же направлением обхода, не давая им при это 
ни разу оказаться всем трем на одной прямой. При это 
наш определитель будет изменяться тоже непрерывни 
а так как он обращается в нуль, как известно, тольк 
В том случае, когда точки 1, 2, 3 лежат на одной пр; 
мой, то он будет во время этого процесса деформаци 
сохранять положительное значе 
ние. Этим действительно док: 
зано, что площадь всякого тре 
угольника с направлением обхс 
да, противоположным движени! 
часовой стрелки, положительн: 

поменяв местами две ве] 
шины исходного треугольник; 
Увидим тотчас же, что для всу 
кого треугольника, обходимог 
по часовой стрелке, наига фот 

Рис. 4. мула дает отрицательную плс 
шадь. 

Совершенно аналогично можем поступить и в случ: 
тетраэдра. Снова исходим из возможно удобнее распи 
ложенного тетраэлра: пусть первой, второй и третье 
вершинами служат точки — единицы Х-, У-, =-осей, а че 
вертой — начало координат (рис. 4). Его объем равен: 


ти 
6 


0 


Отсюда, как и раньше, следует, что всякий тетраэд 
какой только можно ее из этого исходного тетр 
эдра, непрерывно его деформируя, но не давая при этс 
ни разу всем четырем вершинам оказаться в Однсй плс 
кости (т. е. не давая определителю обратиться в нул 
имеет положительный объем, 

Все такие тетраэдры можно охарактеризовать тем 
правлением обхода, какой имеет треугольная грань (2, 3, 
рассматривая ее со стороны вершины 7. Это привод 
к такому результату: объем тетраэдра (7, 2, 3, 4), опр 
деляемый по нашей формуле, получается положительнь 
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сли вершины 2, 3, /, рассматриваемые из вершины 7, 
ледуют одна за другой против часовой стрелки; в про- 
‘ивном случае получаем отрицательный объем. 

| Такнм образом мы, действительно, из аналитических 
формул вывели геометрические правила, позволяющие 
‘каждому отрезку, каждому треугольнику, каждому тет- 
‚раздру приписывать определенный знак, если только их 
вершины заданы в определенной последовательности. 


Этим, действительно, дости- о 
гаются большие преимущества —А 
по сравнению с обычной элемен- 
тарной геометрией, рассматри- о 


‘ающей длину, площадь и часто 
объем как абсолютные величины, 
\ именно, мы будем в состоянии 
устанавливать простые теоремы общего характера тогда, 
когда элементариая геометрия должна различать много- 
исленные случаи в зависимости от того или другого 
‘ида фигур. 

Разрешите мне начать с одного очень примитивного при- 
‚ ера, а именно с „простого отношения“ (Зси уефа $) 
грех точек на одной прямой, например, на х-оси. Е 

Если обозначить эти три точки через /, 2 и // (рис. 5}, 
что является для последующего наиболее удобным, то 
их „простое отношение” дается формулой: 


Рис. 5. 


а 
Е 
х—^, 


“Это отношение оказывается, очевидно, положительным 
или отрицательным, смотря по тому, лежит ли точка 7 


не или внутри отрезка (2, -/). 
Если известно, как это обыкновенно бывает при эле- 


ентарном изложении, лишь абсолютное значение 


- (х, — м.) 
| Е ЕЕ, 
. 
то нужно всегда дать еще чертеж или пояснить словами, 
имеют ли в виду внутреннюю или внешнюю точку, а это 
уж, конечно, вносит значительное усложнение. Таким об- 


разом, введение знака (--) учитывает различ- 


| 


2 
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ные з 

—. ее случаи расположения ТОчС: 
Ой, — обстоятельство, которое нам придете 


ы- часто отмечать в наших лекциях 
рисоединяя четве 3, м ост. 
Ю точ 
так называемое ВОО ее ны 
отношение четырех точек: ” 


х А! —х, -— 
В=я= с ы Ка бам) —х,) 
й а в — (4: — м) —х,) ; 


Это выраже 
ние такж 
именно, В 
ры точек 7, Зи 2, / разделяют 


в противоположном случае, т. е. а те 


когда обе точки 7 и. 


существенно различные расположения 

ее же абсолютное значение, Е 
р 

ны о ее раз отчетливо указать, как именно 
тыре точки; если 

ь имер, оп я 

т - точки“ равенством ры 1 ‘нак ве но 

а всего поступают в школе, то к рев. 

еизбежно приходится б . 

ние о раздельном пол а 

ожении обеих пар точе { 

нам достаточно одного лишь требования. р т. 

знаком 

как известно, двой- 

ую роль. р 


Е (перспектива) (рис. 8). 
и рассматривать двойное отношение как относи- 


щая исключений: 


как непосредственно видно, 2 < 0, если обен:. 
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и 
Две четверки точек на двух прямых, имеющие рав- 
ые двойные отношения 0), всегда могут быть получены 
дна из другой путем однократного или повторного пер- 
пективного преобразования. Так, например, на рис. 8 
етверки /, 2, 3, 4 и /', 2', 8', 4’ получаются одна из дру- 
ой проектированием из центров Ри Р’. Если же извест- 
о только абсолютное значение 0), то соответствующая 
орема перестает быть справедливой в столь простой 
орме; в этом случае нужно еще прибавить особое пред-. 


положение, касающееся взаимного расположения точек. 


Рис. 9. 


Еще более плодотворными оказываются примене- 
ния нашей формулы, дающей площадь тре- 
угольника. Возьмем прежде всего где-либо внутри тре- 
угольника (7, 2, 3) точку О ин соединим ее с вершинами 

рис. 9). Рассматривая площади полученных треугольни- 
ков как абсолютные величины, находим, что их сумма 


авна площади исходного треугольника: 
(Г, 2, 3) = 1, 2, 3) |+ [60, 3, 1) +160, 1, 2). 


На нашем рисунке вершины, взятые в указанном здесь 
порядке, всегда следуют одна за другой против часовой 
стрелки, так что площади треугольников (1, 2, 3), .(0, 2,3), 

‚ 3, 1), (0, 1, 2) получают согласно нашему общему оп- 
еделению знак (плюс). 

Поэтому мы можем нашу формулу написать 


и таким образом: 
(1,2, 3) = (0, 2, 8+ (0, 3, П+ (0, 1, 2). 


еще 
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Фвку строк (что допустимо в определителях третьего 

имеет место и в том случае, когда точка Свообще нечетного порядка), то можем наше равенство 

лежит вне треугол ьника, и вообще, когда 0, вписать таким образом: 

2, 3 —четыре произвольные точки на плос- 

Е о. деле, например, при расположении точек, | и | 01 жму: 90| ми 0 
рис. 10, обход треугольников (0, 2 Зи Хау 1|=| ху. 01-400 1 Ч у, 0]. 

"Хз Уз 1 ду: 0 жу0| 00 1| 


(0, 3, [) происходит против часовой стрелки, а треугольника | 
(0, 1, 2) — по часовой стрелке, так что наша формула дает 
для абсолютных величин площадей равенство: 


11, 2, 3] =10, 2, 31 +10, 3, П-— 10, 1, 2} 


Но это — тождество: справа имеем попросту миноры '} 
Фследней колонны левого определителя, так что перед 
рми лишь известное разложение 
ого последнего определителя по 
ементам одной из его колонн. 
нм наше предложение сразу до- 
зано для всех возможных распо- 
№Фжений четырех точек. 

Эту форму мы можем сейчас же 
робщить так, чтобы она давала 
площадь произвольных мно- 
ругольников. Для  нагляд- 
сти рассмотрим такую геодезиче- у 
ую задачу: требуется определить Рис. 11. 
Гощадь участка земли с прямоли- 
йными сторонами, зная на основании измерений коор- 
наты его вершин /, 2,..., п—1, п (рис. 11). 
| Кто не привык оперировать со знаками =Е при пло- 
ЧИдях, тот должен сделать набросок многоугольника по 
им данным, разложить его, напрнмер, диагоналями на 
сугольники, а затем, в зависимости от его особого 
да, —в особенности от того, какие именно углы явля- 
уся входящими, — определить искомую площадь как сум- 
или разиость площадей отдельных треугольников. Мы 
\ можем сразу написать общую формулу, которая со- 
‘уршенно автоматически даст правильный результат, не 
Цебуя никакого чертежа. Если О — какая-либо точка 
Фоскости, например начало координат, то площадь 


в справедливости которого легко убедиться из нижесле- 
дующего рисунка. 
Мы докажем наше утверждение в общем виде, исхо-1 
дя из аналитического определения, причем в нашей фор: 
о муле мы узнаем известное пред- 
ложение из алгебры, а именно, из 
теории определителей. Ради боль- 
шего удобства примем точку О за 
начало координат (х=0, у=0), 
что, очевидно, не вносит существен- 
ного нарушения общности, — и за- 
меним площади четырех треуголь- 
ников соответствующими детерми- 
нантами; тогда, опуская всюду 


1 
множитель >, мы должны будем доказать, что для про- 
извольных значений Ат..., Уз имеет силу соотношение: 


ши! бои бои 001! 
Ха Уз 1|= ду, 1 НН зу. 1 НА, м 11. 


| 


Хз Уз 1 Аз Уз 1 МУ: 1 № 1| 


*) [Клейн придерживается менее употребительной терминологии, 
оимая под „минором“ какого-нибудь элемента то, что обычно назы- 


которые умножаем на нуль; если, кроме того, в двух по- 
\ОТ его „алгебраическим дополнением“. | 


следних определителях произведем циклическую переста- 
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нашего многоугольника, при обходе его вершин в посл! | 


довагельности /, 2,..., п, равна 
(7,2,3,..., П) =(0, 1,2) + (0,2,3) +...+ (0, п—1, п) (0, п, Тмгольника перекрывают одна другую, то треугольники 
@, 7, 2) и (0, 3, 4) станут нулями, и останется 


где треугольники следует брать со знаками, определя{ - 

мыми указанным направлением обхода. Эта формула дае! (1, 2, 5, 4) = (0, 2, 3) + (0, 1, 1); 
пою а м площади вый треугольник имеет отрицательную, второй — по- 
смотря по тому, движемся ли мы, обходя многоугольний „ительную площадь. Следовательно, площадь нашего 
ерекрывающего самого себя четырехугольника, при на- 


в порядке 1, 2,..., п против часовой стрелк 
Правлении обхода (7, 2, 3, 4), равна абсолютной величине 


или по‘стрелке. Мы. ограничимся указанием на эт 
формулу, а доказательство вы можете провести сами. |лощади его части (0, 4, 1), обходимой против часовой 
йтрелки, без абсолютной , 


Я охотнее остановлюсь еще на нескольких особенн 

интересных случаях, ее о ее ии величины части (0, 2, 3), обходи- 
р р “СВой по часовой стрелке. 

В качестве второго примера $ 


ности, а именно, на мног 
а ассмотрим изображенный здесь 
вездчатый пятиугольник 


щих самих себя (налагак 
щихся на самих себя), каков, н: рис. 13). Если поместить точку О 
средней части, то в сумме 


пример, вот этот четырехугол 
1, 2 + (0,2, 3) +... + (9,5, 1) 


Поэтому, если поместить точку О по возможности 
добнее, а именно в ту точку, где стороны четырех- 


ГЕ 


Я 
м 


к 


ник (рис. 12). Если вообще м! 
хотим говорить здесь об опр), 


деленной площади, то это може! 
Рис. 12. быть только то ее значение, косе отдельные треугольникн по- 
’ торое дает наша формула; мфучают положительный обход; их Рие. 13. 


должны только уяснить себе геометрический смысл этогдумма дважды покрывает площадь 

значения. Прежде всего легко убедиться в том, что этфнутреннего пятиугольного ядра, а каждый из пяти уголков 
значение не зависит от особого положения точки О 1). щвостов) по одному разу. Если снова обратимся к одно- 
== ратному обходу многоугольника (7, 2, 3, 4, 5, Т), то увидим, 
то каждую часть приходится обходить против часовой 
Чтрелки, а именно те части, которые при определении 
Площади считаются дважды, обходим дважды, а те, кото- 
ые считаются по одному разу, обходим также один раз. 


1) Пусть точка О имеет координаты х, у. Площадь миогоугольни: 
1, 2, 3,..., п), определяемая формулой 


{1 2,3,..., п) == (0, 1. 24+ (0, 2.3)+...4 0, п, 1, 


является некоторой функцней этих координат Г(х, у). Чтобы доказа 
мезависимость величины этой площади от выбора точки О, достаточи 
показать, что 


е (п -+1) надо заменить через слиницу. Поэтому 


д/(х, у) д/ (к, у) к 
0х о, и 9 га == № ж № 1|= уу (Уи) ==0, 
(тождественно). Но Хит Ут 1 
В=в х У 1 о 1 о 
% %] ) 
Ч = = я 1 Г.) % . 
6,5) Хова- Ум м 1, Я-У м м. |= - Ущ-ыо=0 


Ха Ув 11 Ха тУвт! 
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й ные этнх двух примеров приводит нас к сле- 
мук у общему правилу: для каждого прямоли- 
ь Е о ногоугольника, сколь угодно часто пере- 
Е: зющего самого себя, наша формула дает в качестве 
ад алгебраическую сумму отдельных 
п ощадок, ограничиваемых контуром многоугольника 
ря каждую площадку следует считать с только р аз, 
И р описываем ее при однократном 
ыы а не етра (7, 2, 33,..., п, 7), а именно, каж- 
а нои плюс или минус, смотря по тому, про 
т ли обход ее против часовой раю 
дит. стрелки или п - 
совой стрелке. Желательн ты 
у о, чтобы вы сами дал 
й < тк али общ 
те ельство справедливости этого правила; при то 
Е рН никаких затруднений. Тем более рекомен 
вам вполне усвоить на от — 
‹ дельных прим Е 
р формулы для площадей. Е 
ее от ОЕ к криволинейно 
лощадям. Итак, мы рассма: 
либо замкнутую криву р о Ва СО. 
: ю, которая, кроме тог 
но часто может пересекать само о ОИЫВЫС 
ь ть самое себя; м 
-- ; мы приписываем 
и: направление обхода и  прашиваец как и 
а она ограннчивает. Конечно, мы найдем ро 
> ини кривую (рис. 14) многоугольниками 
кеты. шим числом весьма малых сторон и отыски 
суммы плоитадей этих мног й 1 
деляемых только что у р 
казанным образ Е (№ 
аи у разом. Если Р(^\, у) и 
, (х-- 4х, у-+ 4) — две соседние а: 
: . А ` вершины такого : 
ксимирующего нашу кр ие, 
уюш : ивую многоугольни Г 
и г ка, то его пло- 
й ль г. тавится из суммы элементарных ОВ 
‚ Р, Р,), т. е. исключительно из слагаемых вида: | 


0 о 

х У = 
х-ах у 41 | 
В пределе эта сумма переходнт в крнволннейный 


интеграл 
1 
2 Де ау — уЧх), 


ВЗЯТЫ й 
й вдоль нашей кривой в указанном ваправленни; 
? 


(х4у—уа^). 


55. - 


это дает на ы 
м определение площади, ограничиваемой на-‘° 


\ 


2 
* 


{ 
\ 


| 
| 
| 
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шей кривой. Чтобы дать геометрическое толкование этого 
определения, можно перенести на этот новый случай ре- 
зультат, высказанный нами для многоугольников: каж- 
дая, заключенная внутри кривой, площадка входит в инте- 
грал столько раз со знаком плюс и столько раз со знаком 
минус, сколько раз она описывается соответственно про- 
тив или по часовой стрелке, при однократном обходе всей 


кривой в заданном направлении. 
В случае простой кривой, подобной изображенной на 
ис. 14, этот интеграл дает поэтому в точности ограни- 
чиваемую этой кривой площадь 


со знаком плюс. 
На рис. 15 внешняя часть счи- 


тается один раз, а внутренняя — м 

два раза со знаком плюс; на ) 

рис. 16 левая часть получает знак 

минус, а правая — знак плюс, так ый 

что в общем получается отрица- РР 

тельная площадь; на рис. 17 одну Рис. 14. 

часть совсем не приходится 

брать в расчет, так как для нее получается один раз поло- 

жительный, а другой раз отрицательный обход. Конечно, 

таким образом могут возникнуть и кривые с площадью, 
имер, кривая на рнс. 16 была 


равной нулю, если бы, напр 


Рис. 17. 


С 


Рис. 15. Рис. 16. 


сительно точки пересечения, этот случай 
ам по себе ничего нелепого, если при- 
о все определение площади покоится 


исключительно на целесообразных соглашениях. 
Чтобы показать вам, насколько целесообразным является 


введение этих понятий, я опишу теперь полярный 


симметрична отно 
не представляет с 
нять во внимание, чт 


» планиметр Амслера. 
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Этот чрезвычайно остроумный, очень часто применяе- 
мый на практике аппарат, сконструированный в 1854 г. 
механиком Якобом Амслером в Шафгаузене (Швейцария), 
выполняет определение площадей как раз в духе изло- 
женных выше идей. 
Начну с изложения теоретического принципа кон- 
струкции. 
Сообщим штанге А, А, (рис. 18) длиною / такое пере- 
мещение по плоскости, чтобы каждый. из ее концов А, 
и А, описал замкнутую 
кривую, а сама штанга 
и возвратилась в свое ис- 

я‚  ходное положение. 

, Наша цель — опреде- 
лить площадь той частн 
плоскости, по которой 
проходит (какую „описы- 

Рис. 18. вает“) при своем движе- 
нии наша штанга. При 
этом будет вполне естественным считать отдельные части 
этой плошадн положительными или отрицательными, 
смотря по тому, описываются ли они штангой в одном 
или в другом направлении, руководясь при этом ниже- 
изложенным правилом. А именно, непрерывное движение 
штанги заменяем последовательностью произвольно ма- 
лых скачкообразных „элементарных движений“ (из поло- 
жения 7 2 в соседнее /’ 2’) соответственно тому пре- 
дельному перехолу, какой выполняют при каждом инте- 
а. р 
огда искомая площадь окажется равною пределу 
суммы площадей всех „элементарных четырехугольннков* 
(7', 7, 2’, 2), описываемых при этих элементарных движе- 
ниях. При этом, как легко видеть, для правильного учета 
направления движения штанги следует каждый элемен- 
тарный четырехугольник брать со знаком, соответствую- 
щим направлению обхода 7, 7’, 2’, 2. 
Каждое „элементарное движение“ штанги А:А. можно 
разложить на такие три составляющих движения (рис. 19): 
1. Сдвиг вдоль самой штанги на отрезок 4$. 
2. Сдвиг по перпендикуляру к штанге на отрезок ар. 
3. Поворот вокруг вершины А, на угол 4$. 


О. а, 1-4р, 5 4; пяощадь 


©——.= 


.&у Поэтому для каждого 


31 
РЕЗОК, ПЛОЩАДЬ, ОБЪЁМ КАК ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

от ь 

т описаны соответственно площади 


„элементарного четырехуголь- 


ь суммой 

ника“ (7, 7’, 2’, 2) можно О ны ошибки, и 

адей, ибо совершаем ки, у. 

Ее Ее ПЕН исчезают при предельно ре 
ходе (который ведь является 

простым процессом интегри 


вания). 
—. анны является то, 


что эта сумма 
р 
Гар @ 


совпадает также и по знаку 


а - 
шадью четырехугольник ние 
т ра 2), если только считать 4? положительным пр 
’ ’ , ’ 


— ельным 
вращении против часовой стрелки, а р — положит 


а ам. пути движения дает 
интегриров те 
ое А описанной штангой А1Аз, 


выражение: # 
Г гар + [4 


ает собою весь угол, на который 


ого по- 
но своего исходн 
Е. в конце концов, 


При этом буду 


Рис. 19. 


Здесь /| 4 выраж 


о 
повернулась штанга 
р А так как мы ее возвращаем, 


‘аз = олько в про- 
в ее исходное положение, то | @ = 0, если т ей 
цессе движения она не делает ни одного полного 
Поэтому вся площадь сводится К 


ур. ` (1) 


е чем вернуться в исходное по- 


И ана сколько полных оборотов, 


елает один или не а 
Е возможно при подходящем виде кривых, : 
у к. 

сываемых А, и А», то 4$ равен некоторому кратиому 
полного оборота в положитель- 


асти ра- 
ном направлении следует прибавить к правой ч р 
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венства по -|- /2", а для каждого полного оберота в от- 
рицательном направлении по —- Ая. Однако мы для про-* 
стоты оставим в стороне это маленькое усложнение. 

Но эту самую площадь / можно определить еще и 
несколько иным способом (рис. 20). Пусть штанга при 
последовательных элементарных движениях принимает 
поочередно положения 7 2, 7’ 2, 1" 2”, ...; тогда / ока- 
жется равным сумме элементарных четырехугольников: . 


0. Ио я". 2) 4 (1', я. 2" 2) + (!”, ИХ. ра Иа о 


или, выражаясь точнее, равным интегралу, представляю- 
щему собой предел этой сум- 
мы. При этом каждый эле- 
ментарный четырехугольник 
следует брать, как и раньше, 
с определенным, указанным 
здесь направлением обхода. 
Выбирая теперь как-нибудь 
начало координат О и при- 
меняя установленную нами 
выше формулу для многоугольника, можем написать: 


Рис. 20. 


У == (0, 1, 7) + (0, 1’, 2')+(0, 2', 2) + (0, 2, 1) + 

(0, 7’, 1") (0, 1", 2")-+(0, 2", 2) + (0, 2' 7) + 

(0, Я. 7" (0, АУ 2") - (0, 2". 2") (0, а 7”) + 

+ .! .. и а 9 15 39 
Здесь второе слагаемое каждой строки взаимно уни- 
ъ‘чтожается с четвертым слагаемым следующей строки, так 
как эти слагаемые дают площадь равных, но обходимых 
в противоположном направленни треугольников. Напри- 
мер, (0, 7’, 2’) = — (0, 2,7), ОТ, 2") = — (0, ой. 
Кроме того, так как ряд элементарных четырехугольни- 
ков конечен, то второе слагаемое последней строки (0, 7, 2) 
взаимно уничтожается с последним слагаемым (0, 2, /) 
первой строки. Таким образом в каждой строке остаются 
только первые и третьи треугольники; но все первые 
треугольники дают в сумме, согласно той же формуле, 
многоугольнию (7, 7’, 1”, 1",...), т. е. в пределе пло- 


ель ти печ 


“4 


\71 


»* 
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щадь Р,; кривой, описываемой концом А, штанги. Точно 
так же, меняя знак каждого третьего слагаемого, полу- 
чим в сумме многоугольник (2, 2’, 2”, 2",.,.), т.е. в 
пределе площадь РЁ, кривой, описываемой концом А.. 
Итак, окончательно получаем: 


=, — Ё», (2) 
причем каждая кривая может, очевидно, как угодно 
пересекать сама себя; нужно только при определении А, 
и Рь точно придерживаться нашего правила знаков. 

В формулах (1) и (21 заключается геометрическая тео- 
рия планиметра. А именно, если ввести „подвижной штифт 
А, по кривой, заключающей искомую площаль Р,, позво- 
ляя в то же время точке А, двигаться только по замкну- 
той кривой с известной нам площадью 2, 1), то мы опре- 
делим площадь Р, по формуле: 


в — Р.+1 р, (2) 


вытекающей из (2), если только будем иметь приспособ- 


ление, измеряющее Де. 
Ра ® 


Механической частью нзобретения Амслера и 
является такого рода приспособление, состоящее в том, 
что на штангу А.А», как на ось, насажен ролик, который 
при движении щтанги катится по бумаге. Пусть ^ есть 
его расстояние от А, а р— его 
Полный 


ЗЕЯ А, 


радиусе (рис. 21). и:_ 
угол '›, на который ролнк по- Е? 
. г змМЯ вижения 
вернется во вре д Е 


штанги, составится, как г сла- 
`аемых, из поворотов 4, со- р 
ющих щен движениям; а каждый такой 
поворот 4% можно, в свою очередь, рассматривать как 
сумму трех поворотов 4., 41», 4%, соответствующих те 
трем простым движениям, из которых мы выше составлял 
каждое элементарное движение штанги (стр. 31). 


) : р ть 
*) Конечно, обе точки А, и А, должны одновременно описа 
полностью кривые Ё; и Ё.,| 


+. Клейн. Злементаряая математика 


3 
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При продольном сдвиге „!“ ролик не будет вра- 
щаться: 4, =0; при поперечном сдвиге „2“ штанги А.А» 
нормально к ней же на 4р ролик прокатится на отрезок 
@р==р4», так что 4»= о @р; наконец, при вращении 
„3“ вокруг А. на угол 4 ролик прокатится на длину 

А 
$ = ра, так что 44 = . @$. Итак, окончательно по- 


‘ 
лучаем: 


Если А.А, возвращается в исходное положение, не де- 
лая ни одного полного оборота, так что при интегриро- 


ванни по всему пути [= то полный угол поворота 


амслерова ролика окажется равным 


м 5 ‚4 


Если бы штанга совершила один или несколько пол- 
ных оборотов, то в правую часть этой формулы вошло 


/. 
бы еще соответствующее кратное числа 2= —-, но мы. как 


и выше, оставляем в стороне этот случай. 
На основании формул (2’ и (3) мы 


получаем: В 
Б-Р = 1+. 


(3; 


окончательно 
‚ 


палит ны Нам 


т. е. разность между площадями кривых, опи- 
сываемых концом штанги, измеряется углом % 


р „„ поворота ролика. 

/ Ч 

= При изготовлении этого 
инструмента оказывается це- 


лесообразным сделать ипло- 
щадь Ра равной нулю. Амслер 
достигает этого  превосход- 
ным в конструктивном отно- 
шении способом, поместив А, на конце шатуна, который 
может вращаться вокруг неподвижной точки М (рис. 22). 
Благодаря этому А, может только передвигаться взад, 
и вперед по окружности и потому не описывает никакой 


& 


Рис. 29. 


’ 
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площали, если.не считаться с тем возможным усложнением, 
когда точка А. обходит один нли даже несколько раз 
окружность в том или другом направлении. Этому „по- 
люсу“ М полярный планиметр и обязан своим 
названнем. 

Применение аппарата сводится к тому, что „подвижным 
штифтом“, помещенным в точке А, обводят измеряемую 
площадь, отсчитывают на ролике угол %Ф и вычисляют 
описанную площадь по формуле: 


Е =}. р. 4. 


Константу аппарата № определяют измерением известной 
уже площади, например площади квадрата со стороной 
единица. 


Рис. 23. 


Вы видите здесь изображение полярного планиметра 
(рис. 23). Конечно, для того чтобы как следует разобрать- 
ся в этом аппарате, вы должны видеть его и попробо- 
вать работать им. Чтобы аппарат функционировал надеж- 
ным образом, он должен, конечно, иметь несколько бо- 
лее сложное устройство, чем этого требует одна лишь 
теория прибора. Ограничусь в этом отношении немногими 
указаниями: точка М прикреплена к тяжелому предмету 
и соединена штангой с точкой А.. Теоретически важной 
штангой А; А», о которой мы все время говорили, является 
не тот второй металлический стержень, который вы ви- 
дите в аппарате, но параллельное этому стержню вообра- 
жаемое продолжение оси укрепленного рядом с ним 
ролика, проходящее через подвижной штифт А,. Послед- 
ний сопровождается еще параллельным ему тупым штиф- 
том, который служит для того, чтобы не давать острию А, 

з” 
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вонзаться в бумагу. Ролик бнабжен поннусом для более 1 


точаого отсчета углов, а также маховччеом лля опреле- 
дения унсла поэных оборотов. 
Я ие стану больше останавливаться ва нолробиостах; 


вместо этого я хотел бы высназать саелующее прелосте- | 


режение общего характера, 


Изучая теорию полобвых алпоратов, ве пренобрегайте ' 


вопросами действительного практического нх осу- 
шествлен ия, К такому оронебрежению, к сожааенню, 
часто бывает слишком скабнен чистый математик, а такую 
одностороввость так же трудно оправчать, как и иротино- 
позожную крайность того механика, который, ие интере. 
сужсь теорией, тонет в конструктиувых деталях. Тут именно 
прикладная математика н должив эниться слизью 
заны звено, } 

ствительности никакой эноарат никотяа точно неё соот 
ветствуег теоретической формулировке приншиоя, Ибо, 
вапример, шарниры эситдя печного шатаются, ролик че 
только ИатитСя, но н скользит по бумаге, наконен, сама 


чертежная „бумага не представляет собою идеальной . 
паоскостия, д, также имкосла вельзя вполне точно восуй . 


итифт вдоль данной кривой. Конечно, для практнкн чрез- 
вычайно важно то. в какой именно мере омазывают эди- 
явне полобные моменты и до макого энака юожет быть 
очен результат. который отечитыввется на ролвке, 2 это 
и должно составить предмет нослезовяния призлазной 
математики, 


В связи с этих отступлениех я хачу указать, чем на. | 


стощий курс дояжен отанчаться от явух прежних моих 
куреов сходного названия, которые также изланы в дн- 
торафированаси внле „Приаожение днференци- 
аявного и интегрального исчисления к гео. 
метрия, ревизия принаннов“ [летный семесто 
1901; обрайотоню Мюмлеров (С. Н. МЕН": и „Весдение 
в высшую гедюетрию" (авмишй семестр 1890193 г, м летный 
семестр 1395 т. в обработке Шияамага (Ре. Зои ©. 


ы арены» в озние БЕ, настовищете: изоонени „Зоомеытараной мно 


зо’Ке, 1985. 


В частности она должна учесть та, что в дей». 


матвби*, | 
$} уойозинися пфог Гонок бомииие, 2. АМП, воз код 5. Ва 


* 
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в внлу нечто третье я хотея бы зум 
пренставить вам то, что можно 

было бы назвать элементарио- РР 
уеорегической частью гео: Е 

зетрин, то. что безусловяе лол- фм 
ей пыл бы знать кажлый кондие кВ 


дат на учительское звание, в то 
числе ваши, ныеющие основное 29° |, 
чение двя применения в механике н в физике о нежох 
же, принадлежащих к упомявутым первым лвум обаз- 
сям. я смеюсь аншь пря случае кратко упомниять.  — 
Возерашалсь снорё к нашим общим исследованиям 
® паошилях п объемах, я вачну 00 следующей воториы 
ческой справкн. Я назову вах Человека, впервые после“ 
довлтельно првменимиего оривции заанов п геофетрим — 
великого гебзютра Мабиуса (А. Е. Моман в Лейвмнге, 
Этот резнительный усйех осузествлен в ето юношеском 
оронзвеленни 1827 г. „барицентрическое исчислеоме” *т. 
Это оду из тех сочиений, которые вообще легли в 0с- 
вобу новой геонетрин. Чтение ето уже базголаря озному 
только прекрасному изложению люставляет особенное 
улювольствие, Назозие связано с тем. что Мёбнуе с са’ 
зе начала оперирует с центрами тяжести, А именно: 
пусиь й каких-вибуль трех веполнижиых точках О» О» 
из плоскости помещаются три массы вн, &1, в, (рис. 24}, 
которые, как, изпрымев, в случае электрических зарядов, 
эззогут быть и положительными к отрумательнаии. Тотло 
их номур тяжести @ оказывается оляозначно определен- 


$ Бег ыгузомйыеног Сы, Безрафи 1997, беклимюс®е МАибыа 1 
Чеки ВА», 98 сб. 
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ным м при озрънровании масс зв, м, и, может „описать“ 
ВС) ПЛОСКОСТЬ (7. ©. ЗАНЯТЬ яюбое положение ма ве). 
Поэтому эти ?ри массы ма,» му можно рассматриеать 
как координаты точкн Р, причем ясно, это положенные 2 
зависит только от отношений этях трех величин, Этим 


виораые было ваедено в геометрию то, это мы теперь. 


называем треугольными коориинатами, Сказан- 
зого достаточио для объяснения названия книги Мабиуса: 
из ее прочего очень интересного содержания воибольшую 


свазь с нашими юеслелованиями имеют $ 17-96 В иных. 


Мобнуе применяет прмицие знаков 5 яри нахождении 
ллоалей треугольников и объемов тетраодрон, причем 
его определения в точности совмаданиг с тема, зоторые 
я вам иззожил. 

Следует еше упошинуть, что Мабнус, Фудучи уже 
старыком (8 1858 г» лоподвия эти результаты оанны 
ПяОдотвофыым  открилунем, которое было впервые опу- 
базковано лишь в 1865 г. в ето работе „Об опреаг- 
зенин объема многограванка“ 

А именно. а этой работе он похазол, что УШествиют 
эакна многогранииен, ноторым никак не удается прини- 
сать определенный объем. А 
Мейн, всикому, как уголио сложао мерекрученному мис» 
тоутольнику на плоскости можно враййеать виолюе опре- 
зелеваую площадь. На этом удизитольном лвленни изм 
следует остановнтыея папробиее, 

Будем всхощить из вымлеустановаенной Фовнулы дае 
объема тетразара: | 

= на 
“чат. 
п, 2$, дем ы т, 
Зы 1 
Е: 


Разложение этого определителя по минораы послелней 
колонны соолется, зозорыхзенихо аналогичен» тому, что 
мы имели в случае треугольника устр. 23), в тому, что 
У боя 6 Вааиние дез Баво стер Робовия в веке вое 
с АЕ 
зевая рока инете РОзосе), В. 17 $1865), 5, 21; Сева, 
зе Чите 1 Сфонрире бет, $, 494. 


межиу тем, как мы уже я- | 
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зы разлагаем наше тетраодр ни четыре пругих тетразара, 
пани которых служат его четогре грани, а общею 
зершиною — начало кооряннат О. В резульчате, а" 
внимание на никаическую последовательноеть Р, 2, 5, 

в применяя правимо знаков теории определителей, полу- 
чавы такую формулу: я ры 

2025 --Ю оо фв а 


в отличие от соотнетствующей формулы 
А ы в которую входнль тонько знаки нию, 
зкоцят также и знаки минус, это объясняется темы, что 
при пмклическом перемещении соределители мии 
порядка мевтют знак. а определители нечетного морндка | 
знака ие меняют. Конечно, перестаиляя подходящие 00- 
фозом строки, можно избавиться от знаков минус, но при 
этом арихолнтся отказиться от ияклического вофядия. 

Навример, можно изпесять, 


(9.2.2, п = 0,43, 4+ 0,43.040,4.1.3440.2.1.3. 


Чтобы вскрыть содержащуюся эдесь закономерность, 
предетавих о, что позерхноси» тетразяра и 
хотя бы кз бумаги и развернута на наоскоете грани 2,.7, 
чак, что вершина Г преннивет т . 

зличимх положения (рес. 25}. 
ола вершины кажаюго бокового 
треугольника, в порядке их записи 
8 последней формуле, саелумт одел 
за другой на рис. 25 против чэсо» 
вой стрелки, следовательно, в оля“ 
наковом направлении обхода во 
ВСЕХ треугольяиках. 

Конечно. эту вакбвомереость 
можно пысказать и -ы мы 
вая нространствемяой фигуры на 
Нло А. имено, куждое из итеети ребер причаллежит 
циум гранам, и мы замечеем, что ара обхоле всех тре 
угольникой и установленном вмою маправлевин каждое 
ребро приходится проходить одии раз в одном, 
другой раз варотевопоаожиом направления, Зани пра» 
внлом, которое Мобнус пазвал законом ребер, оче- 
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видно, определяется направление обхода для всех граней, 
если таковое произвольно задано для какой-нибудь одной 
грани. Тогда наша формула гласит: тетраэдр (1, 2,.5,4) мож- 
но рассматривать как сумму четырех тетра- 
эдров — частей — с одною итою же первою вершиною О 
и с тремя другими вершинами в каждом, расположенными 
вслед за О в том порядке, какой получается по закону 
ребер Мёбиуса, как продолжение направления об- 
хода (2, 3, 41). р 
Выше (стр. 24, обобщая формулу разложения тре- 
Угольника, мы пришли к определению площали любых 
‘ многоугольников: Совершенно так 
же попробуем теперь, исходя из 
последнего результата, датьопре- 


деление объема любых 
миогогранников. При этом 
нам прндется допустить возмож- 


ность взаимного пересечения, во- 
первых, сторон отдельного много- 
угольника, служащего гранью мно- 
гогранника, а во-вторых, плоскос- 
тей этих граней. Затем нам нужно 
будет фиксировать какую-нибудь вспомогательную точку () 
н определить прежде всего объем отдельной ин- 
рамиды, которой проектируем из О отдельную грань 
многогранника. ` 

Для этого мы должны сперва фиксировать на осно- 
ванни этой пирамиды (пусть это, лапример, будет грань 
(7,2, 3,4, 5, 6) многогранника на рис. 26) опрелеленное на- 
правление обхода. Тогда этот многоугольник получает 
определенную площадь, согласно упомянутой формуле. 
Каки в элементарной геометрии, положим объем пира- 
миды (0,7, 2, 3,4,5,0) равным одной трети произведения 
площади основания на высоту, но только присоединим 
к нему знак плюс или минус в зависимости от того, пред- 
ставится ли обход (/, 2, 3, 4, 5, 6), рассматриваемый из (). 
идущим против или по часовой стрелке. Непосредственно 
видно, что это определение содержит в себе предыдущее 
определение, относящееся к тетраэдру, как частный слу- 
чай; впрочем, первое определение естественным образом 
можно получить из второго, заменяя многоугольник, как 


Рис, 26. 
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С й 

это делается при определении его о 

треугольников с надлежащим направлением т: т 
определяя пирамиду как сумму тетраэдров, пр р 

эти треугольники. ен 

И Калия т и в общем случае ах 

аких составл 7 

гранник в виде суммы т и. 

| и. о в —_ ню а наны при этом 

аправление обхода. е 

| и. а руководствоваться только правилом т. 

именно: для какого - нибудь одного миог ыы ре 

ника фиксируем направление обхода пр 


вольным образом, и, 


. А 
а остальные много- ^& 
угольники обходим 
так чтобы пройти 8; я. 
по каждому ребру, а 
общему двум сосед- 
: я ВУХ 
ннм граням, в дву 
1 аправлениях. 
противоположных н 
- удается применить это правило ко всем праням 
поверхности, не наталкиваясь на к 
Гог ‹ав виде суммы р 
чаем объем многогранник де су о 
о ‹ общей вершиной 0, а 
ных пирамнд, нмеющих о сн 
ниям Е многоугольника, с установленным т 
образом направлением обхода; нетрудно ан а 
й ре: ат начен н не зави 
лучаемый результат одноз — 
к точки го. Однако имеет место тот крайне ий 
ный факт, что правило ребер не для ее В = 
Й ается провести без ь 
' гогранной поверхности уд а 
: ‘уществуют многогранники, 
Другими словамн, суще 
р Е неприложимым никакое а 
р м поэтому никоим 
правило знаков и которы 
Ва ПрлАсать определенного объема. В этом и о соетоит 
великое открытие, опубликованное Мёбнусом в о 
В упомянутой работе Мёбиус рассматривает, но 
прочим, поверхность, ое воние листом 
им образом. 
уса, получаемую следующ Е . 
- ный из бумаги длинный узкий прямоугольние 


аз и скреп- 
А „Ва ис. 27) перекручивают один р - 
ке... узкие его стороны А1Вь, А»Вь, так 
чтоб А Фебвпало с Аха В, с В» (а не наоборот); при 
(2 3 > 
1 БИБЛЖОТЕКА 
ТТУ ТР 
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и передняя. сторона листа переходит, очевидно, в зад- 
Е так что получается поверхность с одной 
ния ко стороной. Отсюда такой немного вульгарный 
р г маляр, покрывая весь этот лист краской, должен 
— Е этой краски вдвое больше, чем он 
о о дположить, исходя из длины первоначального 

та: красив лист один раз по всей его длине, ма- 
ляр подойдет к первоначальному месту, но с противо- 


положной стороны, и должен 
кистью по всему листу прежде, 
ее исходному пункту. 
3 
место этого изогнутого листа можно также получить 


будет еще раз пройти 
чем вернется к действи- 


МНОГ 
огогранную (незамкнутую) поверхность с исключитель-. 


Но плоскими частями, имеющую такое же свойство, если 
разбить прямоугольник хотя бы на) 
треугольники и перегнуть его по ли- 
нням деления; для полученного 
пояса из треугольников уже 
нельзя будет воспольЗзо- 
ваться правилом ребер. Для 
этого нужно иметь, по меньшей мере, | 
пять треугольников, которые следует | 
расположить так, как указано на 
а При этом крайиие полутре- 
, льники при свертыва верх- 
ее дают один треугольник (4, ы 7). о она, 
т. ры обхода (7, 2, 3) и продолжая его влево 
6 их ер, ро последовательно обходы (.3, 2. 4), 
а ›7), (5, 7, 2). В последнем из них ребро /,2 про- 
и и ‚же направлении, что и в исходном тре- | 
о нике ( › 2, 2), а это противоречит правилу ребер. Бу- 
а а вдоль ребер и сложен, лист, рассматрива- 

верху, имеет вид пятиугольной фигуры, диагона- | 


Рис. 29. 
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лями которой служат его же пять сторон 33550 
› | 471, как здзсь скицировано (рис. 29). Соединяя 


свободные ребра этого пояса, т. е. упомянутые пять 


днагопалей, треугольниками с какой-либо точкой про- 
странства О (лучше всего расположенной симметрично над 
средней линией пятиугольника), Мёбиус получает замк- 

а именно 


нутый многогранник, перекрученную 
пятигранную пирамиду. 
Конечно, к этому зам- 
кнутому многогранни- 
ку. образованному 10 
треугольникамн, пра- 
внло ребер тоже не- 
применимо, а потому 
не приходится  гово- 
рить о его объеме*), 

Еще один замкнутый 
односторонний много- 
гранник очень просто- 
го построения мы мо- 
жем легко получить 
из октаэдра (рис. 30) 
следующим — образом. 
Из числа граней окта- 
эдра выбирают какие-либо четыре грани, которые, 
не будучи соседними, т. е. не имея общих ребер, имеют 
попарно по общей вершине (например, АЕД, ЕВС, СЕБ, 
АВЕ) и присоединяют к ним три диагональные плоскости 
АВСО, ЕВЕБ, АЕСЕ. . 

Получаемый таким образом „гептаэдр“ (семигранник) 2) 
имеет те же ребра, что и наш октаэдр, ибо в каждом ребре 
последнего, как непосредственно видно, встречаются по 
две соседних грани гептаэдра (а именно, каждый раз б0- 
ковая грань с диагональной плоскостью октаэдра). 


у) О применении этого односторониего многогранника в графической 
статике см. в моей работе „О собственных напряжениях в плоских 
диаграммах“ („Обег Зез{зраппииееп еБенег ПМарташте”), МаШета!1- 
зсне Аппа!еп, Ва. 67, $. 433; КПе!и Е., ОЧезатитене Машетайзене 
АБПапаширеп, ВЧ. 11, $. 692, ВегИт 1922. 

3) В яитературе впервые упомннается у С. Ке! паг, 2 моБи$ 
Ройуе4епеопе, Уепап@шияей ег КоиеИсв Эасвязспеп СезеЙзепаЙ Чег 
\!1ззепзспаЦеп паба рпузва|есле К!аззе), Ва. З7Т, 1335. 
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Но диагонали 


ство односторонности этого гептаэдра тоже легко полу- 


чается при помощи правила р А именно, если в 
, 


последовательности граней АЕ ЕБЕВ, ЕСВ, АВСО зз- 
дать как-либо для первой из них направление обхода н 
определить направление обхода для следующих граней 
соответственно правилу ребер, то окажется. что ребро 
АР будет пройдено дважды в одном и том же 
направлении. 

На этом я заканчиваю изучение длин, площадей и 
объемов и перехожу к рассмотрению дальнейших 
элементарных геометрических величин. 

Если до сих пор нами руководило имя Мёбиуса, то 
теперь мы примкнем к идеям великого геометра Германа 
Грассмана в Штетине, которые были им впервые изло- 
жены в 1844 г. в его „Учении о линейном протя- 
жении" („Оле Ппезе Аиз4евпипе1ейге“)1). Эта книга, как 
и книга Мёбиуса, чрезвычайно богата идеями, но в про- 
тивоположность последней написана так неясно, таким 
необыкновенно темным языком, что в продолжение де- 
сятилетий оставалась без внимания и непонятой; только 
тогда, когда пришли другим путем к подобным же идеям, 
обратили внимание на ‘их наличие в книге Грассмана. 
Чтобы получить представление об его абстрактном языке, 
достаточно рассмотреть заголовки введения к этой книге 
Вот они: „Вывод понятия чистой математики", „Вывод по- 
нятия учення о протяжении“, „Изложенне понятия учения 
о протяжении“, далее следует еще „Обзор общего учения 
о формах“. Лишь после того как читатель осилил все 
эти общине „изложения“, он подходнт ко все еще очень 
трудно понимаемому, чисто отвлеченному изложению 
основного содержания книги. Лишь позже, в 1862 г., 
в новой обработке своего „Учения о протяженни“ *) 


1) Герая 1884. Ср. Пезатшеце шатетанзсне 
\\еке 1 (Гераю 1894); ? Аий., Гери 1898. 
*) Вет 1862. Ср. \Уеже 1, Герая 1895, 


ипЧ рпузкайзене 


октаэдра нельзя рассматривать как: 
ребра гептаэдра, ибо для последнего диагональные плос- 
кости октаэдра не являются соседними гранями; напротив 
того, вдоль этих диагоналей АС, ВО, ЕЁ наша много- 
гранная поверхность пересекает самое себя. Доказатель- 


было Грассманом для а 
следования относятся к любому 


метрия“ 
новой совершенно 
Г грех измерений. 
ному пространству тр ен к 
и не привилось, —в настоящее вре 
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у иима- 
Грассман пользуется. немного более легким для по а 
ния аналитическим излож 


ением с помощью координат. 


“ придумано 
з Учение о протяжении 
О — чтобы отметить, что его ис- 
числу измерений. „Гео- 


же для него является лишь ‘применением т 
абстрактной дисциплины к обыкнов 
Однако это новое 
говорят 
Е ип 
трии (или геометри 
просто об я-мерной геометр 


р ина с идеями Грассмана, пользуясь при- 


в коор- 
вычной для нас аналитической формой о ке и 
линатах. Ограннчиваясь на первое время ггеометр 
плоскости, ближайшую главу назовем так: 


||. ГРАССМАНОВ ПРИНЦИП ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ] 
для плоскости 


} ив 
Будем исходить снова из идей, о Ри 
начале первой главы; там мы из координат тре: 


составили определитель; 
Хх! У: 1 
ХУ 1 
Г: в 1! 


гольника 
н толковали его как удвоенную площадь треугольника, 


т.е. как площадь параллелограма. 
Рассмотрим теперь еще схемы 


С о 


1 ‚ соответственно |^\; У, 1 
Г Ха 1! 


етственно 


х или соотв 
образованные из координат дву а 


одной точки. Эти схемы будем ПаВатЬ р 
каждую такую матрицу условимся т И 
ставительницу совокупности всех опред а 
получаются из нее вычеркиванием одно 


ственно двух колонн. 
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Таким образом на вервой мат 
‚, Таким образо: первой матрацы, опуская рерву 
нлм соответственно иторую колон, Получаем у ен 
тели второго порядка: | ый 


мун Арх, хь" 
а опуская третью, — определитель: 
№ = Ху: ж; 


# Е, тр и Дал понимання, есаи 
ее. ыы Нл Грассман: 6: 
ивде пусть аля пносности г зяя а, 


ив определнтелямн, которые Ноль. 
точного чисяа колонии ем доста. 
м го числа ко. приныня устазовлы 
Здесь до известной стейени вронзаол Ане Н ты 
‚ ОКЯЗЫЗВЕР мм нутеволителем среля 
греч рева геометрическия а по 
им в Чем узнаем естественный всточинк больики 
Стена оторый охватывает всю геометрическую 
Зерчемся теперь опять к ковке | би 
В + : зеретной проблеме 
ПАБ: Чт ЯваЯеТСЯ ДАННЫМ в фигуре рас, 31) яз ых 


№ только тогда, когля точка 7 
вляется концом, а точка 2 на 


екоыиесый ее и. 
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чек #2, 2, еслн известны сбрелелители Х, Г, №? бе 
вдек, в положении обенх точек остается еше одна сте 
ень своболы. ибо ово вполне определяется яиц четырьмя 
олинннаме, Я утеркдаю: дяя 

гу. М получаенся сара я та Г 


= 


‚2 ТрОйна значений тогда 


заем отрезка & определенной 
иной и направлением, по м0- 
ищего как угодно перелеигаться 
завль определений прямой; иа- 
уравнение отрезка мы будем 


влось, как и в длальзейшен, отые- 


мать стрелкой, нанравлениой от начальной точви 2 к ко» 


Мио величины Х, У, № прежде всего определяют 
бой нринмую, соеливякиную точкм г, 2, непогреяственио 
ЯН 93 того, что ее Уровиение 

ху! 
№ р 1 |= 0 
Ха ль 1! 
черкыо забысать тазоне в вади: 
И а, В 
з отеюда же ввдяо, что эта прямая вполне све: 
лезяется танже уже олиныи отнощенияь 


вв Х:И:М. 
Но на освования яашнх прежних исследований о даН- 


фиах отрезков и площелях тренголъинюее заключаем, что 


Х и Гарелставиинет проекции на оси х-ов ин р-ов отрежня 
,7, 21 с направленном Фу 2 к 2, 2 А’ — уавоеииую паошавь 
гроубодьннха (0. 7,2) с направлением обхода 0,7, & Очее 
ьвдво, слниствевными переменами ‘в положенни точек 
, 2, при которых все эти три величины остаются бев 
наченемия, яраянуюй перелонжевно отрезка (1, 2} влоль 
го прамой при обуренении ето длины и направления, › 

Зины иыве утоерждение доказано. Тэкой отрезок 
варслеленных хамим и наорэвления, лемониий на опре 


# 
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деленной прямой, Грассман назвал 
(ГАшегией). 
элемент“.] 

Теперь в немецкой литературе более 


в отличие от обыкновенного или 


для которого допускается всякий, хотя бы и выводящий 


его из прямой, параллельный сдвиг, при сохранении его’ 
длины и направления. Этот скользя щий вектор, опре- | 


деляемый матрицей 


му, Ц 

Аз Уз | 
или соответственно определителями А, № является, 
следовательно, первы м эле ментарным геометри- 


ческим образом, который мы рассматриваем, 
принципу Грассмана. 


аналогично тому, 
двум величинам, определяют только неограниченную пря- 
мую, но не длину отрезка на ней, Свободный вектор и 
неограниченная прямая являются, таким образом, двумя 
побочными образами, с которыми мы здесь встречаемся. 


Принцип, который является руководящим при введе- 
нии таких. побочных образов, будет установлен лишь 
впоследствии. 


Эти понятия играют в механике, а именно в элементах 
статики, крайне важную роль; там они уже с давних 
пор возникли сами собой совершенно естественным пу- 
тем. Сюда относится прежде всего, пока мы оперируем на 
плоскости, статика плоских твердых систем. А именно, 
здесь при геометрическом трактовании „линейный эле- 
мент" можно рассматривать как полный эквивалент, прн- 
ложенный к системе силы, точку приложения которой, 
ввиду твердости тела, можно произвольно передвигать 
вдоль нее самой. ь 

Представьте себе силу вполне в духе старой механи- 


ки, В точке 2 укреплена веревка, на которую действует 


„линейной частью“ 
[Мы будем в дальнейшем говорить „линейный 


употребительно 
название „вектор“, точнее —„ скользящий вектор“, | 


свободного" вектора, | ‚ми 
х м Чсилы, а координату М№— моментом вращения вокруг 


следуя | 
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тяга, изображаемая по величине отрезком 7 2 о 
В качестве примера живого характера рн сир 
механиков, противоположного современному абстра - у 
изложению, охотно укажу, что раньше обыкновенно силу 
изображали рукой, которая тянет веревку 1). а 
Координаты вектора Х, У называют компо 


начала О; ибо из уравнения прямой для ее расстояния 


от О находим величину: 
М 


Руж’ 


й Лин 
Та потому М действительно равно произведению р на д у 


отрезка И Х?-+ У?, т.е. на величину силы. Эти три величины, 
вместе взятые, можно назвать координа- ` . 
тами силы; аналитическое определение 

цает для них,—и это особенно важно,— 


в каждом случае вполне определенные 


| знаки, которым, разумеется, можно, как 2 


и раньше, дать геометрическое истолко- 
вание, При этом, конечно, о. заме- 

л мы 
тить, что ради симметрии форму. р 
| отклонились от наиболее принятого в механике опреде 
| ления знака.момента вращения. . 
А именно, обычно в качестве момента вращения упо 


требляют определитель: 


Хз Уз 
ху 


составленный из координат начала 2 и из обеих Е 
динат Х, У свободного вектора. Этот Е, 
очевидно, прямо противоположен нашему №. Впр Е 
это небольшое расхождение, будучи однажды отмечено, 
вряд ли может дать повод к недоразумениям. о 

Первой задачей механики твердого и ется 
сведенне произвольной системы таких сил Х, У, /, 


Рис. 32. 


| № У 
Ю 
[9—2 Уз — 


—- 


1) Ср., например, чертежи в книге Вариньона „МонуеПе пёсашаце 


Тон з{аНаие“ („Новая механика или статика“), Парнж 1775. 
с 1 
Ф, Клейн. Элементарная математика 
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({=1,2,..., п) к одной результирующей; аналитически | 
это сводится к образованию скользящего вектора с коор- 


динатами 
в 


п 
хх Хь > 
$=1 


Я 


7 
у, УМ, 


1=1 


Для геометрического» решения этой задачи графо- 
статика развивает свои очень элегантные методы. ' 
А именно, в случае двух сил пользуются просто извест- | 
ным правилом параллелограма, а во всех прочих случаях | 
прибегают к „многоугольнику сил“ и к „веревочному | 
многоугольнику“. Таким образом, вообще говоря, для 
каждой системы сил находят в качестве ее результирую- 
щей однозначно определяемый скользящий вектор. Однако 
все же встречаются исключения, хотя бы в том случае. 1 
когда система состоит из двух равных, параллельных и) 
противоположно направленных сил Х, У, М и —Х,! 
—И, №, (№, —М№,), действующих вдоль различных пря- ы 
мых; результирующая имеет компоненты 0, 0, №, -- №,, . 
а такие числа, очевидно, никогда не могут быть коор-! 
динатами вектора. Элементарное изложение с этим явле- 
нием не может справиться, как следует, потому оно 
должно всегда считаться с возможностью появления 
таких, несводимых далее, так называемых „пар сил“ 
которые нарушают простоту и всеобщую приложимосте' 
теорем. Однако нетрудно и этн кажущиеся исключения 
тоже охватить нашей системой, если чисто формальнс 
применить наши предыдущие формулы к компонентам | 
0, 0, № -- №. Тогда для интенсивности результирующей \ 
получится значение И 0? + 0? == 0, а для ее расстояния от} 
№ + № 
——* 


начала — выражение р = = © 


Следовательно, если увеличивать бесконечно расстоя-\ 
ние р обыкновенной силы от начала О и приближать, 
к нулю ее интенсивность ИХ*-- У? так, чтобы пронз- 
ведение р- ИХ? - У, представляющее собой момент вра. 
щения, оставалось конечным, то компоненты этой силы ' 
перейдут как раз в упомянутые исключительные значе | 
ния. Потому результирующую 0,0, М№,-М№, пары} 
сил можно назвать бесконечно малой силой ' 
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действующей на бесконечно далеком рас- 
стоянии от начала, с конечным моментом 
вращения. Эта фикция крайне удобна и полезна для 
прогресса науки; она вполне соответствует обычному 
вообще введению в геометрию бесконечно удаленных 
элементов. Пользуясь этим расширением понятия силы, 
можно прежде всего высказать такое предложение, не до- 
пускающее никаких исключений: 

Любое число сил, действующих в одной плоскости, 
всегда имеет своей результирующей некоторую силу. 
А элементарное изложение должно всегда в этом случае 
волочить за собой еще и альтернативу пары сил. 

Теперь я дополню эти рассуждения исследованием 
поведения наших элементарных величин при 
преобразованиях прямоугольной системы ко- 
ординат; это приведет нас к одному очень ценному 
принципу классификации, благодаря которому грассма- 
нова систематика впервые получает свое более тонкое 
осуществление. 

Формулы преобразования координат, т. е. 
выражения координат х’, у’точки по отношению к новому 
положению осей через ее первоначальные координаты 
х, у, для четырех основных преобразований прямоуголь- 
ной системы координат имеют, как известно, такой вид: 

1) для параллельного сдвига: 


Х’=х а, 
у | и. 
2} лля поворота на угол с: 
х’ = с0$. + узшо, 
а (Аз 
31 для зеркального отображения около х-оси: 
Х' == х, 
и (А 
4) для изменения масштаба: 
А. ; 
ие | 4 
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Сочетая преобразования этих четырех видов при все- 
возможных значениях параметров а, 6, $ ^, получаем 
уравиения для наиболее общего возможного перехода 
от одной прямоугольной системы координат к другой, 
при одновременном изменении масш таба. 

Сочетания всевозможных сдвигов и вращений соот- 
ветствуют совокупности всех „собственных“ (т. е. 
понимаемых в буквальном или собственном смысле слова) 
двнжений системы координат в пределах плоскости. 

Совокупность всех этих преобразований образует 
„группу“. Это означает, что сочетание каждых двух из 
них дает снова преобразование, принадлежащее к той же 
совокупности, и что для каждого из этих преобразований 
имеется в группе ему обратное преобразование. Спе- 
циальные преобразования (А), различным сочетанием 
которых можно получить все остальные, называют обра- 
зующими группы. 

Прежде чем обратиться к рассмотрению того, как 
при этих отдельных преобразованиях изменяются наши 
определители Х, У, М, я выскажу два общих принципа, 
которые я уже давно выдвинул на первое место с осо- 
бым ударением при этих основных геометрических иссле- 
дованиях; если они сперва в таком общем виде и будут 
звучать немного неясно, то на конкретном материале их 
суть сразу же вполне уяснится. Один из них гласит, что 
геометрические свойства каких-либо фигур должны всегда 
выражаться такими формулами, которые не изменяются 
при перемене системы координат, т. е. при одновременном 
выполнении над координатами всех точек фигуры одного 
из наших преобразований, и что, наоборот, каждая 
формула, инвариантная в этом смысле по 
отношению к группе этих преобразований 
координат, должна выражать некоторое гео- 
метрическое свойство. Простейшими, известными 
всем примерами может служить выражение для расстоя- 
ния в фигуре, состоящей из двух точек, или для угла 
в фигуре, образованной двумя прямыми; с этими и мно- 
гими другими подобными формулами нам в дальнейшем 
постоянно придется иметь дело. А здесь для пояснения 
укажу еще совершенно тривиальный пример не-инва- 


риантных формул: уравнение у=0 для фигуры, состоящей 


ГРАССМАНОВ ПРИНЦИП ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ для плоскости 53 


из одной точки х, у плоскости, выражает, что эта точка 
лежит на х-оси; ось х-ов является, собственно, совер- 
шенно произвольным дополнением, чуждым существу 
нашей фигуры, и служит только для удобного ее описання. 

Подобно этому, всякое не-инвариантное уравнение 
выражает то или иное отношение фигуры к произвольно 
присоединенным внешним вещам, в частности к системе 
координат, но не соответствует никаким геометрическим 
свойствам самой фигуры. 

Второй принцип относится, к системам ана- 
литических величин, образованных из координат 
нескольких точек /, 2,..., например к системе из наших 
трех величин Х, У, №. О такой системе говорят, что 
она определяет собой новый геометрич е- 
ский, т. е. не зависящий от системы коорди- 
нат, образ, если при всех наших преобразо- 
ваниях координат она определенным образом 
преобразовывается в самое себя, т. е. если 
`истема величин, аналогично образованная из новых 
хоординат точек /, 2,..., выражается исключительно 
(т. е. не вводя значений самих координат) через вели- 
чины, образованные из старых координат. Более того, 
все аналитические выражения мы будем 
классифицировать соответственно тому, как 
онн ведут себя прн преобразованиях коор- 
динат, и два ряда выражений, которые преобразовы- 
ваются одинаковым образом, будем считать равноценными, 
т. е. опредефяющими геометрические образы одного и 
того же типа. 

Все это мы сейчас разъясним на том материале, кото- 
рый дают грассмановы элементарные величины. Для 
этого подвергнем обе наши точки х1, у; Х., Уз одному и 
гому же преобразованию координат: начиная с парал- 
лельного сдвигя (А!), полагаем: с. 


Сравнивая координаты линейного элемента 


У = —м.. №М=хХ, 5 — ХУь 


Х ==; —Хь 
Й 
У’ — 9, М = Ха — Хь уг, 


Мл — д, 
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до и после преобразования, мы получаем: 
1) Х' =, | 
У’ = У, я 
№ = М-+ЬХ— ай; 

Точно таким же образом получают следующие фор- 
мулы преобразования: 

2) при вращении (А,): 

Х' = Хс0$$-+ Узтфх, | 
’ У’ =— Хз 9- Усозф, 
№ = №; | 

3) при зеркальном отображении (А,): 

Х'=Х, 
’=- И | (Вз) 
№ = М | 

4) при изменении масштаба (А. }; 

Х' ==1Х, | 
У’ =) У, (Ва) 
№' = А2М. ] 

В последних формулах (В,) выступает различие в по- 
ведении отдельных величин, а именно, показатель той 
степени 7, на которую умножаются эти величины, не- 
одинаков. В физике это разяичие учитывают тем, что 
вводят понятие о размерности: говорят, что Х, У имеют 
размерность 1-линин, а М — размерность 2-площади. 

Рассматривая эти четыре группы формул, мы прежде 
всего замечаем, что линейный элемент, определяемый 
тремя детерминантами Х, У, М, действительно удовле- 
творяет нашему общему определению геометрической 
величины: его новые координаты Х”, У’, №’ всегда выра- 
жаются через одни только старые Х, У, М. 

Мы придем к дальнейшим результатам, рассматривая 
только первые два уравнения каждой группы. В них 


совсем не входит /\, следовательно, первые две коорди- 
наты Х’, У’ линейного элемента в новой системе коор- 


(В) 


(В) 
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| динат зависят только от первоначальных значений Х, У 


тех же координат, При этом при параллельном сдвиге 
Х, У совсем не изменяются, а при всех прочих преобра- 
зованиях они связаны такими же соотношениями с Х', У’, 
какими старые координаты х, у любой точки связаны 
с ее же новыми координатами Х', у’. Поэтому, согласно 
только что высказанному второму принципу, можно 
утверждать, что уже две первые координаты Х, У опре- 
деляют некоторый геометрический образ независимо от 
системы координат, и этим образом является, как мы 
знаем уже, свободный вектор. Здесь мы встречаемся 
с намеченным выше принципом систематики, который 
побуждает ввести этот образ (свободный вектор) наряду 
с линейным элементом. 

К той же области принадлежит также следующее 
соображение: поскольку Х’, 7’, № входят во все четыре 
группы формул в виде линейных однородных функ- 
ций от Х, У, М, то посредством деления каждых двух 
уравнений находим, что отношения Х’:У’:М зависят 
тоже только от отношений Х; У: М. Поэтому эти отно- 
шения сами по себе (безотносительно к действительным 
значениям самих величин Х, У, №) тоже должны опре- 
делять собой, независимо от системы координат, неко- 
торый геометрический образ; и в самом деле, мы 
уже раньше установили, что этим образом является 
неограниченная прямая. 

Применяя наши фор лы (В) к частному случаю „пары 


сил“, т. е. полагая Х = ==0, находим, что во всех четы- 

рех случаях Х'=У’=0, а для № получаем соответ- 
ственно: 

№ = М; (С) 

№ = М; (С) 

=— М; (Сз) 

№ =.М, (С) 


Пользуясь обычным термином „инварнант“ для обозна- 
чения величины, которая при всех операциях некоторой 
группы преобразований либо совсем не изменяется, либо 
самое большее умножается на некоторого множителя, и 
называя этот инвариант абсолютным или относительным 
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в зависимости от того, будет ли упомянутый множитель 
равен единице или нет, можно выразить формулы (С) 
такими словами: момент вращения пары сил 
является относительным‘ инвариантом при 
всех ортогональных преобразованиях коор- 
динат на плоскости. 

„. Сравним теперь с этим результатом поведение при 
преобразованиях координат элементарной геометрической 
величины, которую мы изучали в самом начале, а именно 
площади треугольника 


хм 1 
> | ау 1 

Аз Уз 1 

Параллельный сдвиг (А,) не изменяет величины этого 
определителя, ибо при нем только прибавляется к эле- 
ментам первой колонны число а, а к элементам второй — 


число 6, т, е. прибавляются а-кратные и соответственно 
6-кратные элементов последней колонны: 


А’ = А. 


А == 


(2,) 


Столь же просто находим в случае трех прочих видов 
преобразований, что 


4' = -, (О.; 
А'’=— А, (О, 
АА, ПЕЙ 


о чем, конечно, можно было бы и непосредственно заклю- 
чить, исходя из геометрического значения площади тре- 
угольника. Но эти формулы вполне совпадают с форму- 
лами (С); следовательно, площадь треугольника, а потому 
и площадь всякой плоской фигуры (которую 
ведь можно представить как сумму треугольников), ведет 
себя при произвольном преобразовании коордннат точно 
таким же образом, как момент вращения пары 
сил. Поэтому, следуя нашему второму общему принципу, 
мы должны обе эти вещи рассматривать как геометри- 
чески эквивалентные, понимая это в таком смысле: имея 
на плоскости какую-либо пару сил с моментом М№ и 
взяв любой треугольник с площадью А = М, найдем, 


эти понятия имеют почти тривиальную простоту. 


явсех 
подыскать их хорошее геометрическое толкование, прни- 


служить матрицы, 
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что это последнее ‚равенство сохраняется прн всех пре-- 


образованиях координат, т, е. мы можем момент в ра 


щения пары сил представить наглядно, неза 
зисимо от преобразования координат, в виде 


площади треугольника или параллелограма 
чли еще какой-нибудь иной фигуры. Каким 
именно образом это сопряжение должно происходить 


з геометрически, будет видно позже при изучении совер- 


шенно аналогичных, но немного более сложных, а потому 
н более поучительных, соотношений в пространстве. 


На этом я покину геометрию на плоскости, в а 
Яя 


аналитических формул удается непосредственно 


чем и на геометрию распространяется сама собой полная 


1 аналитическая общность. При этом всегда является су- 
| цественным то предположение, — пусть это будет еще 
4 раз подчеркнуто, — что раз навсегда установлены надлежа- 
Ч щие соглашения относительно знаков 
ских образах. 


= В геометриче- 
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Соответствующие исследования, относящиеся к про- 
странству, мы проведем вполне аналогично предыдущим 
рассуждениям. Таким образом исходным пунктом будут 
составленные из координат одной, 
двух, трех или четырех точек: 


ат 

[хр у; 2: 1 и 1 

[2% У: 2, 1 ” 12 У 21| 

5 р 2 1 | у = || | а 3: 2 . | № уз 2 1 
` Хз 3 28 124 4 241 


\определителями первой матрицы являются сами ко- 
ординаты точки и не требуют дальнейших исследований. 


| Четвертая * матрица уже сама является определителем 
| четвертого порядка и дает, как известно, ушестеренный 


объем тетраэдра (1, 2, 3, 4), который можно, в соответ- 
ствии с вводимыми в дальнейшем терминами, назвать 
пространственным элементом (Каипией, бук- 


у зально: „пространственная часть“). Впрочем, этот опреде- 
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литель можно также? рассматривать просто как объем 
параллелепипеда с ребрами 4 1, 42, 4 3 (рис. 33), для 
которого Грассман ввел название „шпат“ (термин, заим- 
ствованный из минералогин). 

Новые образы получаются из второй и третьей мат- 
риц. Вторая (двустрочная) матрица представляет собой 


совокупность следующих шести определителей второго 


порядка, которые получим, вычеркивая каждый раз по 
две колонны: 


Х=х, —хь (1) 
[= за: — Ува, 


точно так же третья (трехстрочная) матрица доставляет 


У=у: —у» 
М=2:х. —2хь 


2=12; —2„ 1 
№М= жму, — жу; | 


Рис. 33. 


Рис. 34. 


нам следующие четыре определителя третьего порядка: 


У 2: 1 121 д; 1 д 1 } 
виа: аж], 9 ар 
| Уз 1: 1 3х. 1 2 У 1 
(2) 
и 
= — | жа У 2 |. 
1 Хз Уз 2: | 


Что касается, прежде всего, шести определителей (1), 
то из соответствующих разъяснений, относящихся к плос- 
кости, можно легко заключить, что Х, У, 2 являются 
проекциями на координатные оси отрезка, идущего от 
2 к Г ар, М, №М— удвоенными площадями проекций на 
коордннатные плоскости треугольника (0, /, 2) с Направ- 
лением обхода 0, 1,2 (рис. 34). Все эти величины остаются, 
очевидно, неизменными, если отрезок (1, 2) передвигать 
вдоль его прямой, сохраняя его длину и направление; 
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Фледовательно, они представляют собой то, что мы будем 
Мазывать линейным элементом (Ишете!), иаи скользя- 
Щим вектором в пространстве, Первые три вели- 
Фины, Х, У, 1, остаются неизменными также и при 
Фараллельном сдвиге этого вектора в сторону от его 
рямой; следовательно, взятые сами по себе они опреде- 
яют Свободный вектор. Подобно этому пять 
Фтно шений Х:У:... : № остаются неизменными как 
фри произвольном изменении длины, так и при перемене 
а обратное направления этого линейного элемента на 
)иксированной прямой; следовательно, они определяют 
еограниченную прямую. 

Четыре определителя (2) определяют прежде всего 
№лоскость, проходящую через три точки: 7, 2, 3, ибо ее 
равнение 


можно, очевидно, записать так: 


®х-+)у+ 3 2-Ф =0, 


так что уже одни только отношения ®:9% : %:Ф фикси- 


уют некоторую неограниченную плоскость. Далее мы 
разу же замечаем, что ®, 9%, 5% равны удвоенным пло- 
Фцадям проекций на координатные плоскости треугольника 
| ,, 2, 3), если брать его каждый раз с направлением 


рбхода 7, 2, 3, а равно шестикратному объему тетраэдра 
ЧО, 7, 2, 3), тоже взятому со знаком, соответствующим 


той последовательности вершин. Эти четыре величины 
эстаются, очевидно, неизменными в том и только в том 


№`лучае, еслн треугольник (7, 2, 3) передвигать по его 


лоскости и так его при этом деформировать, чтобы его 
'‚лощадь и направление обхода оставались неизменными. 
"{ледовательно, они определяют собою треугольник или 
рообще часть плоскости, имеющую такую именно по- 
движность, —то, что Грассман называет „плоскостной 
т‚астью“ 1) (Ефепеще!) или „плоскостной величи-' 


1) [В дальнейшем будем переводить словами „илоскостный элемент“. | 
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` 
ной" (Р!апетбззе). Первые три координаты, ®, 3%, 3% шестью величинами является также и достаточным 
плоскостного элемента остаются без изменения также и\условием для того, чтобы их можно было представить 
при сдвиге плоскости треугольника параллельно ей самой; \осредством формул (1), в качестве координат некоторого 
следовательно, они определяют собой площадь и направ-Млинейного элемента. Конечно, я нестану здесь останавли- 
ление обхода треугольника, который может свободноМьаться на этом совершенно элементарном доказательстве. 
перемещаться в пространстве параллельно самому себе, — Теперь я снова р к применению а 
так называемую „свободную плоскостную вели-@понятий в механике. Как и на плоскости (стр. ), 
чину“ (пее Р1аптоззе). представителем силы, приложенной к простран- 
Желая заняться линейным элементом ближе, мы) ственному твердому телу, является линейный 
‹олжны прежде всего обратить внимание на то, что .лемент, изображающий линию приложения, величину и 
в пространстве он определяется пятью свободно изме. ;аправление этой силы. При этом первые три координаты 
няемыми параметрами, ибо хотя оба его конца имеют] х, У, Х линейного элемента называются компонентами 
вместе взятые шесть координат, но один конец может силы, параллельными координатным осям, а его торе 
произвольно передвигаться вдоль некоторой прямой В.ри координаты [, М, М—ее моментами вр 
Следовательно, определенные нами выше шесть коорди: ния вокруг этих осей). Три компоненты Х, У, 
нат Х, У, 2, [, М, М линейного элемента не могут быть определяют собой кроме величины еще и направление 
не зависящими друг от друга величинами, а должны удо- силы, или соответственно линейный элемент с иль. 
влетворять некоторому условию. Это последнее можнс | зляющими косинусами, относящимися между собой, как 
проще всего вывестн из учения об определителях, кото: у:у: 7; это направление изображается диагональю рат 
е вообще служит всегда ключом к нашим теориям | лелепипеда, ребрами второго являются отрезки Х, У, 
ассматриваем определитель: на координатных осях. Таким же самым построением 
можно посредством трех величин /, М, № тоже получить 


|: Е 


а || определенное направление, которое ‘называют направ- 

| Жау &в1 | лением оси результирующего момента ирь 

г : Гео, ] щения. Соотношение (3) означает, согласно известно 
Аа, : 2 з 


формуле геометрии в пространстве, что направление 
силы и направление оси результирующего 
момента вращения взаимно перпендику- 
чярны. Точно так же, как и на плоскости, мы включаем 
в понятие линейного элемента в качестве „пары сил 

гот предельный случай, при котором Х = У= 2 = 0, тогда 
как [, М, М не исчезают все три одновременно, и про- 
стой предельный переход показывает, что под парой сия 
следует понимать бесконечно удаленную, р 
нечно малую силу, моменты вращения которо 

остаются конечными. Элементарная теория и в этом 
случае относится пугливо к таким выражениям, — для нее 
парой сил является совместное действие двух параллель- 


- мт: | 


который, конечно, тождественно равен нулю, ибо элементь | 
двух его строк попарно совпадают. Разложим его сумм\ | 
произведений из соответственных миноров первой и по: 
следней пары строк: первое слагаемое содержит оба мн 
нора, обведенные пунктиром, следовательно, оно сводится 
к №.2; по аналогии с этим, для всего определителя! 
получаем значение 2 (№-2-+ 14.У + 1-Х). Поэтому имеет! 
место тождество: |. 


ХМАО (3) 
в качестве необходимого условия для шести коор | 


динат всякого линейного элемента; нетрудно убедиться! 
в том, что наличие соотношения (3) между какими-нибуд! 


1) Здесь снова наши обозначения отличаются знаком от принятых 
в механике (ср. стр. 50). 
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т равных по величине, но противоположно направлен- 
сил, действующих вдоль различных прямых: 


У, 1, М, Ми Ем № 


Действительно, для с я 
уммы этих сил полу“ 
раз такие координаты: т. 


0, 0, 0, 7 + [, М: + М» А ал М,, 


какие мы только что имели в виду. 


Наша очередн 
ая задача — сложение сист 
извольно заданных сил о 


ХУ, 2, [ь М, М, (=1,0,...,п), 


т ме т твердому телу. Обыкновенно, 
гах и на лекциях на эту задач 

чивают много времени, тогл мои пе 
, да как мы здесь сможем ре- 

Е. г е 
ить ее очень быстро благодаря тому, что наши а | 


тические формулы делают излишним различение разных! 


С г. 
а неизбежное при тяжеловесном элементарном 
нии, не употребляющем правила знаков. Основной! 


р женг (сил) зак, ча 
принцип сложения ) ‹лючается в том, что состав 


= % 
=_=. р Х» 

4] 

т 
л=У д, 


и 
а. их как координаты системы сил или 
р ты пользуясь’ целесообразным 
‚› введенным Плюккером (РйсКег): ум 
мы снова различаем три и 
компоненты вдоль осей ит 
момента вращения окол па | 
0 этих осей. Но, вооб ` 
и : ще говоря, й 
мин не представляет собой отдельной силы. о 
умм не всегда удовлетворяют условию: | 


Я.А +Н.М + И.М = 0, 


М у 
ИЯ для координат отдельного линейного 
- . Тут мы имеем по сравненню с плоскостью то 
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что системы ‘сил, приложенных к твер- 


новое, 
всегда можно свести к одной 


дому телу, не 
силе. 
Чтобы получить конкретное представление о сущности 


динамы, попробуем представить ее по возможности ясным 
способом в виде результирующей как можно меньшего’ 
числа сил. В самом деле оказывается, что каждук` 
динаму можно рассматривать как результи- 
рующую отдельной силы и пары сия, ось 
которой параллельна линии, вдоль которой 
действует первая . сила, —так называемой 
центральной оси динамы, — причем это све- 
дение (ксиле и паре) может быть произве- 
дено одним только способом, Классическое изло- 
жение этой теории сложения сил, приложенных к твер- 
дому телу, имеется в „Элементах статики“ („Е\6тепз ае 
маНаце“) Пуансо (Ро!1$0, которые появились впервые 
в 1304 г. и после того были много раз переизданы ”) 
поэтому говорят также о центральной оси Пуансо. Впро- 
чем, Пуансо излагает эту теорию очень растянуто, поль- 
зуясь методами элементарной геометрии, в том виде, как 
еще и до сих пор поступают в начальном преподавании. 

Лля доказательства высказанной теоремы заметим, 
что всякий раз, когда по выделении какой-либо пары сия 
получается одна сила, последняя должна иметь на осях 
компоненты, равные &#, ,Н 7; следовательно, чтобы ось. 
пары была параллельна центральной оси, ее моменты 
вращения должны относиться, как 2: Н: Й. Поэтому ее' 
шестью координатами должны быть числа 

0, 0, 0, АЯ, АН, 22, 
где & — параметр, который еще подлежит определению 
Присоединяя к этой паре сил динаму 
ян л— АЕ, МАН, У— 17, (А) 


получим исходную динаму 2, Н, #, А, М, Х, и предложение: 
было бы доказано, если бы удалось так подобрать &, 
чтобы система величин (А) представляла собой одну 


1) 12 сашюоп раг 7. Вейгаиа, Райз 1517. 
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силу. Для этого необходимо и достаточно, чтобы эти 
координаты (А) удовлетворяли условию (3), т. е. чтобы: 


= (А — #8) НМ — АН) + 2(%—АА) =0; 
отсюда однозначно следует, что 


ЕАНМ- АХ 
Кия. 


В самом деле, можно считать, что знаменатель отли- 
чен от нуля, ибо в противном случае мы с самого на- 
чала имели бы дело не с собственной динамой, а только 
с парой сил. Таким образом, приписывая параметру А это 
значение, — Плюккер называет его „параметром“ ди- 
намы, — действительно получаем искомое разложение 
динамы на пару сил и одну силу, причем из хода дока- 
зательства видно, что это разложение однозначно. 

Теперь возникает вопрос о том, с какими геомет- 
рическими представлежиями можно связать это 
разложение. Эти исследования также восходят к М&- 
биусу, а именно, к его „Курсу статики“ 1) („Гешгрисй 
Чег ЗаНк“), 1837 г. В этом последнем он на первое место 
ставит вопрос об осях, по отношению к которым 
динама имеет момент вращения, равный ну- 
лю, —о так называемых нулевых осях; систему всех та- 
ких нулевыхосей он называет нулевой системой. 
Отсюда и ведет свое происхождение этот, конечно, из- 
вестный вам, термин. 

Теперь мы должны дать общее определение понятия 
„момент вращения“ или просто „момент“, которое 
будет применяться, начиная с этого места. Пусть сперва 
заданы в пространстве два линейных элемента (1, 2) и 
(1’, 2') (рис. 35). Рассматриваем концы их как вершины 
тетраэдра (7, 2, 1”, 2’), объем которого равен: 


Вычисляя этот определитель как сумму произведений 
из миноров_ первой и последней пары строк [как мы это 


1) Тарас 1837, ср. \Мегке Ш, Гарар 1886. 


`’ кратному объему тетраэдра, образо- 


ГРАССМАНОВ ПРИНЦИП ДЛЯ ПРОСТРАНСТВА 65 


делали выше (стр. 60) с определителем, тождественно 
равным нулю], получаем: 


< (ХЁ’+ УМ’ + 2 +ЕХ’ + МУ’ + №2, 


где Х',..., №’ — координаты линейного элемента (1, 2). 
Входящую сюда билинейную комбинацию координат обоих 
линейных элементов: 


ХЕ + УМ' + 2М№' + [Х' + МУ’4 М7’ 


будем называть моментом одного линейного эле- 
мента по отношению к другому; он равен шести- 


ванного концами обоих линейных 
элементов, и поэтому является гео- 
метрической величиной, не завися- 
щей от системы координат. Если г 
и /’— длины линейных элементов, 
э—угол между ними и р—крат- 
чайшее расстояние (общий перпен- 
дикуляр) между их прямыми, то 
путем элементарных геометриче- 


Рис. 35. 


ских соображений легко найти, что этот момент равен 


произведению //”’.р.зт, если только надлежащим 
образом определять знак $. , 
Если же вместо линейного элемента (1, 2) задана не- 


: ограниченная прямая, то под моментом линейного 


элемента (/’, 2’) по отношению к ней будем понимать 
его момент в прежнем смысле, взятый по отношению к 
линейному элементу длины г==1, лежащему на этой пря- 
мой, т. е. выражение /'-р-зтф. Оно получается из пре- 
так что окончательно находим: момент линейного 
элемента Х", У, 2’, /[', М’, № по отношению к 
неограниченной прямой, содержащей линей- 
ный элемент Х, У, 2, Д, М, М, равен: 


ХЕ УМ! -- 2 +14 МУ’ М2, 
[И хз -{ 72-22 | . 


фактически это выражение изменяется только при изме- 


`ненин отношений шести величин Х, У,,..., М, а также 


Ф, Клейн. Элементарная математика 5 
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при перемене на противоположные всех нх знаков, так 
что его значение вполне определено, если только задана 
упомянутая неограниченная прямая с определенным на- 
правлением на ней. Этот момент линейного элемента яв- 
ляется как раз тем, что в статике называют моментом 
вращения силы, изображаемой этим линей- 
ным элементом, вокруг нашей прямой, как вокруг 
оси; причем опять-таки в статике часто употребляют про- 
тивоположный знак (ср. стр. 61). | 

Перейдем телерь к моменту или моменту вра 
щения (относительно той же направленной прямой) 
снстемы сил, т. е. динамы 


ы ь 
т % й 

== Ух,,..., н= УМ. 
1=1 = 


Представляется естественным понимать под ним сумму 
моментов отдельных сил, т. е. выражение: 


х ХЕ! + УМ/ + 2! + Ех МУ М2 _ 
Ры ИИ | 

мА + Ум еим- [+ МН -- №2 

—___  ИЗИАРА 


При последовательном отождествлении неограничен- 


ной прямой Х,..., № с тремя положительными осями это ` 


выражение принимает значения -\, М, №, чем и оправ- 
дываются введенные раньше (стр. 62) названия для этих 
ЛИЧИН. 

ы Теперь мы можем заняться тем вопоосом, АНЕОЙ и 
вит перед собой Мёбиус. Заданная динама #, Н,..., 
имеет по отношению к прямой Х:У:...:М момент 
(так что последняя является нулевой осью) в том слу- 
чае, если числитель последнего выражения 


АХ + МУ МД + =Ё +НМ + 7М =0. 


Следовательно, нулевая система динамы пред- 
ставляет собой совокупность всех прямых 
Х:У:...: М удовлетворяющих этому уравне- 
нию. Но`это последнее является наиболее общим ли- 
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нейным однородным уравнением относительно шести ве- 
личин Х,...,М, ибо коэфициенты А,...,/, как коорди- 
наты динамы, могут иметь произвольные значения. Точно 
такие же совокупности прямых, определяемых произволь- 
ным линейным однородным уравнением, исследовал Илюк- 
кер, — такой же, как Мёбиус, передовой пнонер в ана- 
литической геометрии ХХ столетия, — под названием 
линейных комплексов, в связи с вопросами, на 
которых нам еще придется останавливаться подробнее 
впоследствии. Таким образом мёбиусова нуле- 
вая система — то же самое, что и плюккеров 
линейный комплекс. 

Постараемся теперь дать как можно более яс- 
ную картину этой нулевой системы, причем, конечно, 
не может быть и речи о геометрической „фигуре“ в 
буквальном смысле этого слова, ибо нулевые прямые 
бесконечно часто перекрывают все пространство. Тем ве 
менее можно очень хорошо представить себе их группи- 
ровки. При этом, следуя избранному в этом курсе мето- 
ду, мы постараемся привести систему координат в как 
‚можно более удобное положение; это будет достигнуто, 
если выберем за ось 2 центральную ось динамы. 
Посколвку динаму можно, как мы знаем, представить в 
виде результирующей для системы, состоящей из одной 
силы, действующей вдоль центральной осн, и одной пары 
сил с параллельной к ней осью, то при этом выборе 
=0си должны обратиться в нуль четыре коордннаты 
=, Н, Л, М динамы, тогда как 7 изобразит величину на- 
званной отдельной силы, а № — момент вращения упомя- 
нутой пары сил относительно ее оси. Поэтому параметр 
динамы оказывается равным 


5А-НМ-- 2 
58 НЗ 


7 


Уравнение линейного комплекса в этой новой системе 
Цкоординат получает такой простой вид: 


МА - 2К =0 
или, после деления на 7: 


5* 
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Этот вид уравнения мы кладем в основу наших даль- 
нейших исследований. Если Р, (х., ут, 21) и Рз (хь У» 2) — 
две точки на одной из прямых Х:У:2:2:М:М нулевой 
системы, то =2, —2з и М=х,у. —Х.у, а потому для 
каждых двух точек одной нулевой прямой из (1) полу- 
чается условие: 

(2) 


Е (21 — 25) + (Хи Уз — Ха 1) == 0. 

Если фиксировать Рь, то (2) представит уравнение, 
связывающее координаты ху: 2, всех точек Рь, которые 
лежат вместе с Р, на одной какой-нибудь прямой нуле- 
вой системы; заменяя для ясности х,, у, 2, текущими 
координатами х, у, 2, найдем, что все такие точки Р; 
заполняют плоскость, определяемую уравнением: 


(2') 


Эта плоскость проходит через самую точку Р», ибо ее 
уравнение удовлетворяется при Хх = Х», у = у» 2 == 2. Этим 
мы доказали, что через каждую точку Р, про- 
странства проходит бесчисленное множе- 
ство нулевых прямых, которые образуют = 

р 


Узх— Ху А. == А2. 


пучок лучей, заполняющий плоскость (2'). Наша задача 
будет решена, если мы составим себе ясное представление 
о положении этой плоскости („нулевой плоскости“), при- 
надлежащей каждой точке Р.. Оба выражения М == х;: у.—, 
— ух, =2,— 2 входящие в (2), имеют свойство оста- 
ваться неизменными при параллельных сдвигах простран- 
ства вдоль 2-оси, а также при поворотах вокруг этой оси; 
такие сдвиги оставляют неизменными Хх и у, а следова- 
тельно, и №, а также разность 2, —2»; а вращения не 
оказывают на 2-координаты, следовательно, и на 2 ни-\ 
какого влияния и оставляют также неизменной М как 
величину площади в плоскости х, у. 

Поэтому при винтовых движениях простран- 
ства вокруг центральной оси, — ибо таково 
значение 2-оси, —и при его сдвигах вдоль нее 
уравнение (2) и вместе с ним и определяемая им 
нулевая система переходят сами в себя. 

Эта теорема облегчает нашу задачу необычайно: если 
только нам известна для каждой точки положительной 
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х-оси соответствующая ей нулевая плоскость, то тем 
самым мы знаем также нулевую плоскость, принадлежа- 
щую любой точке пространства. Ибо, сдвигая эту поло- 
жительную полуось х вдоль 2-оси и вращая ее вокруг 
последней, можно с любой точкой пространства совме- 
стить некоторую точку этой полуоси х; ‘при этом, соглас- 
но нашей теореме, принадлежащие этим точкам нулевые 
плоскости должны совпасть. Другимн словами: нуле- 


вые плоскости точек всякой полупрямой, 
и 
а" 
У ск 
ых 
‹ 
|2 
Са С 
У $ 
Рис. 36. Рис. 37. 


перпендикулярной к центральнойоси, имеют 
относительно этой последней ин полупрямой 
положение, не зависящее от выбора этой 
прямой. 

Поэтому, ограничиваясь х-осью, полагаем у» == 2. = 0 
и получаем из (2”) уравнение нулевой плоскости, при- 
надлежащей точке Р, с абсциссой хе: 


Аг— х.у=0. 


Эта плоскость проходит через самую х-0сь, ибо ее 

уравнение удовлетворяется тождественно при у-=2==0 

(рис. 36). Переписав это уравнение в виде > =—, 

заключаем, что угол Фх наклона этой плоскости к гори- 

зонтальной (х у-плоскости) имеет такой тангенс: 
«:- 


поэтому теперь положение нашей плоскости является 
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вполне определенным; на рис. 37 изображен ее слел 
на вертикальной уг2-плоскости. 
В связи со сказанным раньше, мы можем этот резуль- 
тат сформулировать, совершенно независимо от того или 
другого выбора системы координат, в таком. виде: каж- 
дой точке, находящейся на расстоянии г от центральной 
осн (которую будем считать вертикальной), принадлежит 
в нулевой системе плоскость, ко-, 
торая проходит через перпенди- 
куляр, опущенный из этой точки 
на центральную ось, и наклонена 
к горизонтальной плоскости под 
углом, тангенс которого равен 


75 
> : Следовательно, при передви- 


жении этой точки вдоль какой- 
либо полупрямой, перпендику 
лярной к центральной оси, при- 
надлежащая этой точке плоскость 
нулевой системы при /==0 гори- 
зонтальна, а при возрастании г 
поворачивается в ту или другую 
сторону (в зависимости от того, будет ли К ==0), асимп- 
тотически приближаясь, при неограниченном возраста- | 
нии г, к вертикальному положению. | 
3 Я могу вам наглядно представить эти отношения на 
модели Шиллинга (ЗсВИНпе) (рис. 38). Здесь на под- 
вижном стержне, который может вращаться вокруг цен- 
тральной оси и передвигаться вдоль нее, помещен ипло- 
ский лист, который надлежащим образом поворачивается 
при передвижении вдоль стержня. | 
Обратим теперь особое внимание на направление нор- | 
мали к нулевой плоскости, принадлежащей точке Рь; ее 
направляющие косинусы относятся, как известно. так, как 
коэфициенты уравнения (2’) этой плоскости, т. е. как 


Нермальная 


пАОСиость 


Рис. 38. 


Ув: (— 3): А. (3) 

Но это самое направление можно также рассматри- | 
вать как связанное с точкой Р, направление некоторого 
бесконечно малого винтового движения про- › 
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странства. А именио, если все пространство повернуть 
как твердое тело вокруг 2-оси на конечный угол ® и 
передвинуть его одновременно параллельно 2-оси на 
отрезок с, то каждая точка х, у, 2 перейдет в новое 
положение х’, у’, 2’, определяемое уравнениями: 


Хх’ =хс0з® — узо, 
у’ = хзто - усозе, 
2’ =2-с. 


От этого конечного винтового движения переходим 
к бесконечно малому, заменяя « бесконечно малой вели- 
чиной — 4® и принимая одновременно с == 4». 

Знак минус означает, что при А > 0 вращение в ху-плос- 
кости отрицательно, если сдвиг произведен в положи- 
тельном 2-направлении, т. е. что направление винтового 
движения отрицательно (левое или левовращающее вин- 
товое движение). Пренебрегая величинами второго и 
высшего порядка по отношению к 4@, следовательно, 
полагая с0$ 4 =1, $1 4 == @®, получаем: 


хм =х-у4, 
У’ = — ха + у, 
2’ = 2+ А 4, 


Следовательно, приращениями координат определен- 
ной точки С» при этом бесконечно малом винтовом дви- 
жении являются: 

ах, = уз @®, ау, = — х:4в, 42. == №4, 


` 


т, е. Р› передвнгается в направлении 
Чхь: Чу»: 92 = Уз: (— хз): Е. 


А это действительно в точности совпадает с направ- 
лением нормали (3). Следовательно, если произвести та- 
кое бесконечно малое винтовое движение пространства 
вокруг центральной оси, при котором сдвиг является 
А-кратным угла вращения (взятого отрицательным), то 
в каждой точке пространства принадлежащая ей плос- 
кость нулевой системы с периметром А нормальна к от- 
резку дуги, пробегаемому этой точкой. 
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Поскольку представление о винтовом движении являет- 
ся очень наглядным, можно, пользуясь вышесказанным, 
составить себе живую картину расположения плоскостей 
нулевой системы. Чем больше, например, расстояние г 
точки от центральной оси, тем длиннее горизонтальная 
проекция 74% элемента дуги, описываемой этой точкой 
при винтовом движении, тем более отлого расположен 
этот элемент, ибо его высота №4 постоянна, тем круче 
подымается нормальная к этому элементу дуги кривой 
плоскость нулевой системы. Если соединить бесчислен- 
иное множество таких бесконечно 
малых винтовых движений в одно 
9 непрерывное винтовое движение 
пространства, то каждая точка, лежа- 
щая на расстоянии г от центральной 
оси, описывает винтовую линию. 


Угол наклона этой линии к гори- 
Г: 


зонту имеет тангенс, равный — ти 
а поэтому ход имеет всегда одно 
и то же не зависящее ог г зна- 
чение 2*А; плоскости, нормальные к этим вин- 
товым линиям, и являются скоростями нуле- 
вой системы. 

До сих пор мы говорили только о плоскостях нулевой 
системы; теперь, в заключение, постараемся составить 
непосредственно наглядную картину самих нулевых осей. 
Возьмем какую-либо нулевую ось д (рис. 39) и построим 
ее кратчайшее расстояние от центральной оси, как об- 
щий перпендикуляр этих двух прямых. Пусть он пересе- 
кает центральную ось в точке 0, а 2— в точке Р. Тогда 

как полупрямая, идущая из Р перпендикулярно к 
центральной оси, принадлежит нулевой системе, а поэтому 
плоскость ОРг должна быть плоскоетью нулевой системы, 
принадлежащей точке Р. Но так как 2 перпендикулярна 
к РО, то она образует с горизонтальной плоскостью та- 
кой же угол $, как и нулевая плоскость в точке р 


2 


Рис. 39. 


т.е. 2=ь, ГДЕ Г == ОР, 


Следовательно, мы получим все нулевые оси, проводя 
в каждой точке Р каждой полупрямой, перпендикулярной 
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'к центральной оси, такой перпендикуляр к этой полу- 
прямой, чтобы угол ее наклона к горизонту имел тангенс, 


равный {$ =у, где г есть расстояние точки Рот цен- 


ральной оси 1). 

Это построение можно сделать еще немного более 
наглядным, поступая следующим образом: строим вокруг 
центральной оси, как вокруг оси, круговой цилиндр ра- 
Пдиуса г и чертим на нем все винтовые линин (рис. 40} 
наклоном ф к горизонту, определяемым 


| г 
Пиз равенства #ф= х; тогда совокупность 


увсех касательных к этим винтовым линиям 
'тождественна, очевидно, с совокупностью 
всех нулевых осей на расстоянии г от цен- 
|тральной оси. Варьируя ,, получаем все 
‘нулевые оси. Эти винтовые линии при 
удалении от центральной оси становятся, 
очевидно, все круче; в каждой точке такой 
линии нулевая плоскость, принадлежащая 
этой точке, служит также соприкасающейся 
'лоскостью для линий. Позтому эти линии 
Проходят перпендикулярно к ранее упомянутым винто- 
вым линиям, которые в каждой своей точке нормальны 
соответствующей нулевой плоскости. 

| После этих рассуждений, вскрывших двойную связь 
нулевой системы с винтами, становится понятным, по- 
Нему всю ‘эту теорию называют также коротко теорией 
Винтов (или „винтовым исчислением“); в частности, это 
Пазвание употребил Болл (5$! КоБег Ва), написавший 
Теорию винтов“ [„ТВеогу оЁ зсгежз“?)], где он, дей- 
‘Гтвительно, изучает все геометрические соотношения, 


Рис. 40. 


1) [На первый взгляд этот вывод может показаться парадоксальным, 
рак как согласно ему для получения всех нулевых осей достаточно 
остроить в каждой точке пространства по одной прямой, а между 
Прем через каждую точку должно проходить бесконечно много нулевых 
ей. Но при указанном построенни действительно через данную точку 
пройдет бесконечно много прямых, но только построенных (кроме. 
дной) не в Ра в других точках ‚ пространства, а именно в тех, где 
Каждую из них пересекает общий перпендикуляр с центральной осью.] 
=) Ош 1876. 
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находящиеся в связи с заданной динамой, приложенной 
к твердому телу). — Вернемся теперь к нашему систе- 
матическому развитию идей. 

Следуя грассманову принципу, мы получили в качестве 
четырех элементарных геометрических пространственных ' 
образов точку, линейный элемент, плоскостный | 
элемент и пространственный элемент. `Точно! 
так же, как и на плоскости, нашей ближайшей задачей 
будет исследовать поведение этих образов при преобра- 
зованиях прямоугольной системы координат и затем дать 
их классификацию, руководясь ранее высказанным общим! 
принципом. 


Посредством сочетаний всех возможных преобразова- 
ний этих двух видов получаются все „собственные“ 
(т. е. понимаемые в собственном или буквальном смысле 
слова) движения пространственной системы координат. 

Зеркальное отображенне можно производить 
здесь относительно одной какой-нибудь из координатных 
плоскостей (как на плоскости относительно одной из 
осей), например около ху-плоскости, что дает: 


Хх, = у, 2’ =— 2. 


Впрочем, этим формулам можно придать более симмет- 
ричный вид, употребляя три отрицательных знака: 

% у 

1У. КЛАССИФИКАЦИЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ | 

ОБРАЗОВ ПО ИХ ПОВЕДЕНИЮ ПРИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРЕ- 

ОБРАЗОВАНИЯХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТ 


Прежде всего мы, конечно, должны заняться обзором! 
всех возможных преобразований пространственной орто-, 
гональной системы координат; они вообще играют фун-\ 
даментальную роль для всей геометрии пространства, так! 
что уже поэтому нельзя было бы в этом курсе пройти 
МИМО НИХ, . 

Самое общее относящееся сюда изменение системы 
координат слагается, как и на плоскости, из 1) парал-\ 
лельного сдвига (переноса); 2) вращения вокруг начала; 


Ху =фу=Ьфх (А,) 


это зеркальное отображение относитель- 
но самого начала координат (), которое назы- 
вают также „инверсией“ 1). 

На плоскости уравнения х’=—л, у’=—у собтвет- 
ствуют не зеркальному отображению, а повороту на 180°; 
вообще Йнверсия относительно начала координат яв- 
ляется зеркальным отображением только в пространствах 
нечетного числа измерений, при четном же числе изме- 
рений представляет собой обыкновенный поворот. 

Наконец, изменение масштаба просто изобра- 
жается уравнениями: 


3) зеркального’отображения, 4) изменения масштаба. Урав-, Хх’ = Ах, | 
нениямн параллельного сдвига, конечно, будут: } и, (А) 
х=х-а, у=у-+Ь, 2'=а+с. (А,)1 2’ = №2, 


где ^>>0; при < 0 это преобразование, кроме изменения 
масштаба, содержит еще зеркальное отображение. 
Займемся теперь ближе формулами вращения. Вообще, 
вращение около начала (©) зависит, как известно, от трех 
параметров, так как, во-первых, три направляющие 
косинуса оси вращения соответствуют двум независимым 
величинам и, во-вторых, угол вращения может быть со- 
вершенно произвольным. Симметричное изображение всех 


Уравнения вращения во всяком случае имеют форму. 


х=ал-+ ву ая, › 
у =ах - ву са, (А 
2’ = азх + б.у с:2; 


определением их коэфициентов, которое здесь суще“ 
ственно сложнее, чем на плоскости, мы сейчас же займемся. 

1 [С этими идеями читатель может подробнее ознакомиться пд’ 
„Винтовому исчислению“ проф. Котельникова.] : 


') Иногда термин „ниверсня“ употребляют также для обозначения 
преобразования посредством обратных радиусов, совершенно отличного 
от предыдущего зеркального отображения (см. ниже иа 166 стр.). 
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вращений посредством трех параметров дает, как я это 
показал в моем зимнем курсе '), теория кватернионов. 

Впрочем, уже Эйлер вывел относящиеся сюда фор- 
мулы. Я приведу их в том виде, в каком обыкновенно 
нх дают в учебниках механики, а именно, пользуясь де- 
вятью направляющими косинусами новых осей по отно- 
шению к старым. Исходим из вышеприведенного вида 
(Аз) уравнений преобразования: 


Х =ах + ВУ с1=, 
у = ах + ву + саг, | (1) 
2' = азх + Ву + сьг. 

Если х, у=0, 2 =0 — какая-либо точка на старой 
х-оси, то в новой системе координат она имеет координаты 
х’=а,-х, у’ =а2.Х, 2’ =а.-х, т. е. а, а», а, являются 
косинусами углов между старой х-осью и 
тремя новыми осями; точно так же 6;, 6, 6; и С,, Са, С 


‚являются направляющими косивусами у- и 2-осей (в но- 


вой системе). 

Эти девять коэфициентов уравнений преобразования 
отнюдь не являются взаимно независимыми. Связывающие 
их уравнения можно получить либо из только что ука- 
занного значения этих величин, либо, из, известдого\ оу- 
ношения, которое имеет место при всякой „орфотб- 
нальной подстановка", т. е. при всяком вращении 
или зеркальном отображении с сохранением начала ко- 


ординат: ху 2 = + у? и 22. (2) 


Оно выражает инвариантность расстояния от начала О. 
Мы избираем здесь второй путь: : 
2) Подставляя (1) в (2) и сравнивая и 
получаем следующие 6 соотношений межлу 
нами а,,... , Сэ: 


ааа =1, ааа =1, 
Вас: -- 6 + В, + св =0, са, + сзаз - сзаз =1, 
++ =Ь, 
чб: + ав. азб. = 0. 


\\ См. т, [ь стр. 89 (111) и след. 


величи- | 
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8) Умножая три уравнения (1 ) соответственно на три вели- 
чины а, или соответственно 8, или соответственно с и скла- 
дывая, получим, на основании (3), их решения в таком виде: 

х=аах' - азу' + а:г', | 
ИИ = ду=ых’ + ву" + в: | (4) 
р в сх! + сьУ' Ч 37 
это, — как видим, так называемая транспонирован- 
ная относительно (1) линейная подстановка, 
которая получаелея при обмене местами строк и столб- 
цов в таблице коэфициентов. 

) С другой стороны, по правилам теории определи- 

телей получаем такое решение уравнений (1): 


| ХВ с а; В с! 
Х=х У’ 6» с2| ›-..› ГЕ А = аз ба С» 
|пыа @3 63 Сз 


есть определитель этой системы уравнений. Здесь ко- 
эфициент при Хх’ должен быть одинаков с таковым же 
в первом уравнении (4), т. е. 

1 | 62 сз 

м =а,; (5) 

А 6, сз 
вообще каждый коэфициент ортогональной 
подстановки должен быть равен соответству- 
ющему ему минору таблицы из коэфициентов, 
деленному на определитель А. 

8) Вычислим теперь этот самый определитель А системы 
коэфициентов; для этого, пользуясь теоремой об умно- 
жении определителей, составляем его квадрат: 

а аз аз Бава, Ва, са, сьаз+сза. | 
2 2 з 2 | 
а. + ав. а.6. +8 8 ева -сывь св, 


| а, а й 
[ас аосьазсз бе, высь Вс а | 


причем колонны первого определителя умножаем на колон- 
ны второго. По формулам (3) для этого квадрата мы 
получаем просто: 100 


А? == 010 —1, 
[бот 


[аз б1 с аз ву с | 
р 


а: 6: С] | 4368: 63 


*| @з 1 Са | == 
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так что окончательно мы находим: 
А = +1. 


Чтобы остановить наш выбор на одной из этих воз- 


можностей, вспомним, что до сих пор мы»нользовались 
только соотношением (2), которое имеет место как при 
вращении, так и при зеркальном отображении. Но среди 


всех этих ортогональных преобразований вращения харак- | 


теризуются тем, что они получаются из ‚тождествен- 
ного преобразования“ х’ = Х, у’=у, 1' = путем 


непрерывного изменения коэфициентов соответ- | 


ственно непрерывному передвижению системы координат 
из первоначального положения в новое; в противополож- 
ность этому подстановка, которую мы вообще называем 
зеркальным отображением, получается непрерывным 
изменением из инверсии х=—х, у=—у иыфд 
сама же инверсия не может быть получена из тожде" 
ственного преобразования путем непрерывного изменения. 
С другой стороны, определитель преобразования является 
непрерывной функцией коэфициентов и потому должен 
ее непрерывного перехода от тождественного пре- 
образования к какому-нибудь вращению и 
ЗМ 
непрерывно. з и 
Но при этом исходном преоб 
т разовании этот определи- 

тель имеет значение: + 

1100] 

0101 == +1, 


001 
а поскольку он, как мы видели, вообще можег быть 
равным только -- 1 или —1, то он обязательно должен 
всегда оставаться равным -{ 1, так как внезапный переход 
от-+-1 к—1 означал бы разрыв непрерывности. 
Итак, при всяком вращении определитель 


а: В: 1 
А = | а; 6, с. = +1. 
@з 63 6 


(6) 


Точно так же ДЛЯ ВСЯКОГО зеркального ото- 


бражения получается А = —1. 
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Теперь формула (5) принимает такой простой вид: 
16а сз] 
= | 
1 | 63 сз ‚ 


| вообще всякий коэфицниент в схеме подста- 
овок вращения прямоугольной системы ко- 
фрдинат равен соответствующему ему минору. 
Теперь мы обращаемся к нашей настоящей задаче: 
становить, как ведут себя координаты элементарных 
ространственных образов (линейного элемента Х, }, 2, 
|, М, М, плоскостного элемента ®, 9%, 5%, 4) и, наконец, 
[ространственного элемента 7) при четырех видах изме- 
нения прямоугольной системы координат. 
| Выписывать все формулы преобразования было бы 
и длинно и скучно; поэтому отмечу только некоторые 
оменты, заслуживающие особого интереса. Замечу пре- 
«де всего, что во всех формулах преобразования ко- 
Брдинат линейного элемента его первые три координаты 
и", У’, # в новой системе выражаются, в чем вы сами 
\фегко убедитесь, исключительно, и притом линейно-одно- 
родно, через Х, #, 2, т. е. так, что Г, М, М совсем не 
Фходят в их выражения. 
Следовательно, согласно ранее (стр. 52 и сл.) высказан- 
ному общему принципу, совокупность трех величин 
Х, Х, 2 уже сама по себе определяет некоторый 
геометрический образ, независящий отсистемы 
Я: оординат. Это —свободный вектор, о котором 
ны уже упоминали (стр. 59). ] 
Точно так же в случае плоскостного элемента (или 
'лоскостной величины) в формулы преобразования его 
рех координат ®, 9%, 5% четвертая Ф не входит, так что 
и эти три координаты тоже имеют не зависящее от коор- 
инат геометрическое значение; они определяют тот же 
упомянутый, свободный плоскостный элемент 
истр. 60). 

Вычислим теперь, в частности, как ведут себя три 
координаты свободного вектора Х, Я, 2 при 
наших преобразованиях (А,),..., (А,) (стр. 74). Для этого. 
Лв равенствах Х’=х,’ —х,'... подставляем вместо х,’,... 

их выражения по формулам (А») через х, у, 2. Это сразу 
1же дает нам: 


(7) 
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1. При параллельном сдвиге: Фвращении они ведут себя, как координаты точки, 


а при изменении масштаба умножаются на 


Х'=Х, ИУ=у, Р= 2, : (В: м 

множителя ^2, т. е. имеют измерение 2 (измерение пло- 

2. При вращении: - щади), тогда как свободный вектор имеет измерение 1 
и (как координаты точкн). 

. в. м | Вывод формул (С,), (С), (С.) не представляет никаких 

а РНС, ,, ° (Вы рудностей; только для (С.) будут, пожалуй, уместны 


2’ = а + 6,7 + с37. 
3. При инверсии: 


Мнекоторые разъяснения. А именно, при помощи враще- 
ния (А,) получаем: 


В в м. = |4 + 5 + с аль + буи + уе] 
4. При измененин масштаба: У 2 | азхь  бауз + суб, аъ + бууь Ч сала 
Х’=\АХ, = ХУ, 2 =.2. (В: Раскрывая последний определитель, получаем 3.3 - 


1-3 -3 == 18 членов, среди которых три пары (например, 
ПэХ1 * азХ. — азх1 ' а,У»...) взанмно уничтожаются; остав- 
шиеся 12 членов можно соединить в следующую сумму 
произведений определителей: 


Итак, при сдвиге системы координат координаты; 
свободного вектора совсем не изменяютс я, а прн 
прочих преобразованиях они ведут себя таким же 
образом, как координаты точки. | 

Сравним с этим результатом формулы ‚преобразова-. 
ния для пары сил, которые мы получим из ры 


преобразования координат линейного элемента, полагая Е ь 
дополнительно Х=У=2=0, тогда, конечно, будет Е Е р [| 
Х' =’ -= 2’ =0, а для моментов вращения по отношению 123 @з| [25 ж| [аз 6 | [хз Уз 


к новым осям получаются такие формулы: 
1. При сдвиге: 


Р=р, М’ = М, №! = М. (С)! 
2. При вращении: 
[= а 6, М + с,М, ] 


М, ды М-Н см | си 
№ = а + 63 М +с,М. | | о 


’ По формуле (7) для миноров системы коэфициентов 
вращения (стр. 79) первые множители оказываются как 


Наконец, в качестве третьего образа рассмотрим 
свободный плоскостный элемент; совершенно 


3. При инверсии: 2 | простые, подобные предыдущим, вычисления, выполнение 
= Е, М' = М, № =М, (с,|КОторых я, конечно, могу предоставить вам самим, при- 

ап водят к такому результату: компоненты ®, 5%, %% сво- 
. При изменении масштаба: бодного плоскостного элемента во всех случаях 
= АЗ, М’ = М, М = ММ. (<) преобразовываются совершенно таким же образом, 


Икак координаты Д, М, М пары сил. 
Для лучшего обозрения всех этих результатов 
сведем их в нижеследующую маленькую табличку. 


Ф. Клейи. Элементарная математика 6 


Как видим, при сдвиге системы координат и при инвер- 
сии координаты пары сил не изменяются вовсе; при 
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Она дает преобразованные первые координаты, из ко-| 


/» 
торых остальные получаются циклическим замещением Сходить из плоскостного элемента ©, 9%, 9%, причем ра- 
букв: {и максимального удобства фиксируем координатную 


о ННИНЕ - _ Фистему так, чтобы было ® == 9% =0. Тогда этот свобод- 
Изм ыаецтаба вый плоскостный элемент представит собой такой, парал- 

ельный ху-плоскости или, в частности, лежащий на 
Фей треугольник (/, 2, 3), что 9 будет равно удвоен- 


—_х Хх 


Свободный вектор.| Х Хы У-а2 | г 

Пара ся ....| Ё |аЁ+Ь М+аМ р ме До о а ть те площади параллелограма (7, /', 2,3), 

ен о набженной знаком, определяемым обходом 7, 1’, 2 (рис. 41). 
| . | Так вот я утверждаю, что сопряженная с этим эле- 

костный элемент. | ®© |4.2+6. 9% + с. е № ентом пара сил с моментами / = 0, М = 0, № = 5% может 


Это дает нам точную основу для ряда геометрических Фыть составлена из двух про- 
предложений, которые в учебниках часто или совсем от- Тиноположных сторон (7, 7") и(2,3) 
сутствуют, или упоминаются лишь мимоходом, и притом Того параллелограма с етризин 
в такой форме, что не так-то легко можно схватить их ®"Релок в точках / и 2. 
простой геометрический смысл. Между различными гео- | Для доказательства я выбираю 
метрическими образами, которые мы здесь рассматриваем, "нстему координат на ху-плос- 
часто не проводят того четкого различения, какое мы счи- Фости еще удобнее, а именно 
таем обязательным, и этим совершенно затушевывают 92 у-ось беру прямую 1, 7’, х-ось 
целый ряд интересных соотношений. Так, например, уже ФРовожу через точку 2 (на рис. 41 
У Пуансо понятия пары сил („соире“) и свободного плос- ФИ оси нанесены пунктиром). 
костного элемента („апе“) всегда бывают с самого на-) Тогда прежде всего оба ли- 
чала неразрывно связаны между собой; разумеется, это Фейных элемента (7, 7’) и (2, 2), Рис. 41. 
неизбежно должно з‚труднять понимание; мы же только ® Поэтому н составленная из них . 
из сравнения последних двух строк нашей таблички впер- 


ара сил имеют моменты вращения 2 =0и М =0. Далее, 
Е ЕЯ: ’ 
вые получаем указание на то, что, согласно высказанному #"Я линейного элемента (1, /’) третий момент также равен 
ранее общему принципу, пару сил и свободный 


улю, так что окончательно № оказывается равным мо- 
плоскостный элемент следует рассматривать 


енту вращения для (2, 3): 

как основные геометрические понятия одно-› 
го и того же рода, ибо они при всех изменениях пря- | 
моугольной системы координат ведут себя совершенно | 
одинаково, бо по условию х,=х, и х, = 0. С другой стороны, при 

Разъясним точнее смысл последнего утверждения. Ес- Чяком положении координатной системы третья коорди- 
ли, например, к заданной паре сил 2, М, М отнести не- Вата плоскостного элемента равна: 
который плоскостный элемент при помощя равенств: 
®=/, 5% =М, % =М (или если сделать это же самое | Ох 1. | 
в обратном порядке, исходя из ®, 3%; 9%), то это равен- | 1 01| = ХУ 
ство координат (пары и элемента) сохраняется при всяком | Хау. 1| 
преобразовании системы координат и поэтому должно | 
допускать чисто геометрическое описанне, не связанное 
ни с какой системой координат. Имея это в виду, будем } 


г. е. равна произведению основания уз и высоты хо па- 
аллелограма), т. е., действительно, даже и по знаку, 
\ =9% чем и доказано все наше утверждение. 

6* 
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Этот результат можно сразу высказать такжеи в обфОСтНого элемента, следует восставить к его плоскости 
щем виде, не связывая его с какой-либо специальной ерпендикуляр в ту сторону, откуда обход изображаю- 
системой координат: свободный плоскостный элещего его параллелограма представляется направленным 
мент, изображаемый параллелограмом РОтив часовой стрелки, и отложить на нем отрезок, рав- 
определенным направлением обхода, и пареМый площади этого параллелограма. Совпадение коор- 
сил, состоящая издвух противоположных сто Иинат этого вектора и плоскостного элемента сохра- 
рон этого параллелограма, направленны ›[Яется при любых сдвигах и вращениях системы коорди- 
против его обхода, являются геометрический ат; однако оно нарушается, как только произведено 
эквивалентными образами, т. е. они имеют порзменение масштаба или инверсия. Если заменить измерения 
отношению ко всякой прямоугольной систей Сантиметрах измерениями в дециметрах, то мера пло- 
ме координат равные компоненты. Это предфдади перейдет в ее сотую 
ложение позволяет всегда заменять как пару сил парал Масть, а мера отложенного 
лелограмом, так и этот последний парой сил. ‚в качестве вектора отрезка — 
Теперь нам незачем больше заботиться о второй стро|"ОЛЬко в его десятую часть; 
ке нашей таблички (стр. 82); остается еще сравнить пер "ОЧНО также при инверсии бу- 
вую и третью строкн, т. е. свободный вектор \ШАет менять свой знак вектор, 
свободный плоскостный элемент. Здесь мы ви|НО Не пяоскостный элемент. 
дим прежде всего, что при сдвигах и вращениях оба он| Итак, свободный плоскост- 
ведут себя совершенно одинаково, но при зеркально НЫЙ элемент и свободный век- 
отображении и изменении масштаба обнаруживаегся раз ТОР можно вполне отожде- 
личие. Чтобы проследить за этим в деталях, представи СТвлять между собою только - 
себе в привычной для нас (правой) системе координаТОгда, когда раз навсегда уста- Рис. 42. 
некоторый плоскостный элемент ®, 9%, % и свяжефиовлены определенная ориен- 
с ним свободный вектор равенствами Х -: ®, У = 9%, 2 = ЭШтация системы координат (правая, левая) и определен- 
ная единица длины. 


Й 
|] 
Конечно, такое ограничение остается невозбранным 


Хотя эти равенства сохраняются, если ограничиваться 
движениями системы координат, но при зеркальных отоб} 

для каждого человека в отдельности в его практике. Он дол- 
жен только всегда сознавать его произвольность, чтобы 


ражениях или при изменениях масштаба они тоже испы| 
1по отношению к другому быть в состоянии взаимно по- 


тывают изменения. 4 
Поэтому, если мы захотим выразить их геометрическь, 
нимать друг друга. Все эти вещи, как вы видите, оказы- 
ваются чрезвычайно ясными и простыми, но все же к ним 


то не сможем обойтись без использования как ори’ 

ентации (5111) системы координат (левая, правая), так | у 
каждый раз приходится возвращаться, ибо в современной 
физике историческое развитие оставило во многих слу- 


масштаба. В самом деле, фиксируя опять, как и раньше 
систему координат так, чтобы ® =9%.-=0, а 95% был 

чаях некоторую запутанность. Поэтому я скажу еще 
несколько слов об истории этих вещей. 


равно площади параллелограма (7, 7’, 2, 2) на ху-плос 
Грассманова „Теория протяжения“ 1844 г. оказала 


кости, получаем для нашей фигуры (рис. 42), ч\ 

9 > 0, а вектор Х==0, У=0, 2 =5% имеет положительной 

направление 2-оси. Этот факт можно, очевидно, выска| ОЧень незначительное влияние на нашу физику и меха- 

зать в такой, независимой от специального положени{| МИку, по причине трудно читаемого изложения. Несрав- 

системы координат, форме: для получения в правой сксф "енно больший успех имели в Англии идеи, которые 

теме координат свободного вектора, имеющего коордий КОЛО этого же времени стал разрабатывать Гамильтон 
(№. К. НатЩоп) в Дублине — изобретатель к ватерн- 


наты, равные координатам заданного свободного пло 
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ИОНОВ, 
курсе). Здесь мне остается только 


ром, так как он считает заранее установленными опре.) 
ат. Эта точка 


одимости прово ие, 
ы дить различ } 
р. одинаково называемых и ан 
поведения при инверс | 

иях 

стали пользоваться прилагательн . лиры в 
„аксиальный“. Поля 


нным с нашим. 
аксиальный же вектор 
вательно, совпадает с нашим 
ым элементом (причем мы’ 


Таким образом здесь фи 
еще до сих пор делается в 
статировать задним чис 

лом эт 
а о неожиданное для нее раз- ' 
во 

проса оно совершенно естественным путем получается ' 


для уточнения сказанного. 
ское 
оно измеряется тремя величи 
образуются 


р что электриче- | 
рный тор, означает, что 
нами Х, Г, 2, которые пре- | 
е-_ 
ой. И. первой строке нашей ея 
ею. ря же, что сила магнитного поля есть ак- 
о ар мы утверждаем, что ее три компонен- | 
ее ее уются по схеме последней строки этой таб- ! 
а т м я, оставляю открытым вопрос о том, 
мерностью этих к 

г омпонент, ибо это завело 
с слишком далеко вглубь физических подробностей 
—_—_щ——_——_ й 
2} См. т. 1, стр. 89 (94) и са. 
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Гамильтон наряду со словом „вектор“ придумал еще 
слово „скаляр“, которое тоже до сих пор играет боль- 
шую роль в физике. Скаляр—этоне что иное, 
как инвариант относительно всех наших 
преобразований координат, т. е. величина, ко- 
торая при всех изменениях системы координат либо со- 
всем не изменяется, либо приобретает только некоторого 
множителя. В соответствии с этим можно различать ра 3- 
ные оттенки в понятии скаляра. Так, рассматри- 
вая сперва в качестве примера пространственный 
элемент или объем тетраэдра: 


№ У! 21 1 
хо Уз 2 1 
Хз Уз 2 1 
№ У 2 1 


можно легко проверить вычислением, что оно переходит 


при инверсии | изм. масштаба. 


| ‘сдвиге | вращении | 
т | Я Г 


в т 


Такую величину, которая остается неизменной при сдви- 
гах и вращениях, а при зеркальном отображении меняет 
знак, называют скаляром второго рода, тогда как 
скаляр первого рода должен оставаться неизменным и при 
инверсии. При этом мы снова оставляем в стороне раз 
мерность, получаемую из четвертой колонны. 
Нетрудно образовать также скаляры первого рода; 
простейшими примерами являются Хз - У? + 22, где Х, 
У, /— координаты свободного вектора, и ®? -{ ЭХ? - $, 
где ® 9%, 5 — координаты свободного плоскостного 
элемента. 
Что эти величины действительно остаются неиз- 
менными при всех движениях и зеркальных отображе- 
ниях (но не при изменениях масштаба), это сразу же 
видно из таблички на стр. 82, если еще учесть равен- 
ства (3) (стр. 76) для коэфициентов вращения; поэтому 
эти величины должны иметь также и чисто геометриче- 
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ское значение, и мы, действительно, знаем, 
ставляют собой квадрат длины вектора 

ственно квадрат плошади плоскостного элемента. 


Посмотрим теперь, как посредством комбинаций за- 


данных основных образов (векторов и скаляров обоего 
рода) можно получить другие образы таких же типов. 
Начнем с совершенно простого примера. Пусть Г— скаляр 
второго рода, например объем тетраэдра, а Х, У, 2— 
координаты полярного вектора; рассмотрим тройку вели- 
чин Т.Л, Г.У, Г.2. При движениях эти три величины 


преобразуются точно так же, как компоненты вектора /Х, ’ 


, Ы 


а при инверсии они останутся неизменными, ибо 


оба множителя меняют знак. Следовательно, эти три ве- | 


личины представляют собою аксиальный векто р. 
Точно так же, исходя из аксиального вектора ®, 9%, 9%, 
получим полярный вектор Г.®, 7.9%, Г.9%. 

озьмем теперь два полярных вектора Х,, У, 7, 
и Х,, У, 2, и станем составлять из них комбинации са- 
мого различного характера, сперва в чисто аналитической 
форме. Исследуя поведение новосозданных величин при 
преобразованиях координат, будем заключать отсюда, 
к какому виду геометрических величин они принадлежат: 

7) Начнем с трех сумм: 


А: + Хь У, + У, 21 + 2; 


они, очевидно, преобразовываются 
И сами компоненты вектора, и представляют собой, сле- 
довательно, новый полярный векто р, который с обо- 
ими заданными векторами находится в чисто геометри- 
ческой связи, не зависящей от выбора системы координат. 

2) Билинейная комбинация компонент обоих векторов: 


таким же образом, как 


ХХ, Ни, + 2.25 


остается, как показывает вычисление, неизменной при 
всех движениях и зеркальных отображениях. Следова- 
тельно, она представляет собой скаляр первого 
рода, который, как таковой, в свою очередь должен 
допускать чисто геометрическое определение, 


что они пред- 
или соответ- | 
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3) Три минора матрицы: 


составленной из этих компонент, ведут себя, как легко: 
]можно вычислить, точно таким же образом, как коор- 
| динаты свободного плоскостного элемента или 
Чаксиального вектора; этот последний тоже должен 
быть связан с заданными векторами независимо от сис- 
темы координат. 
` 4) Рассматриваем, наконец, три полярных ве к- 
| тора н составляем из их девяти компонент определитель: 
Х, У, 2, 

Хо У, 2. ’ 

Хз Уз 23 
он остается неизменным при всех движениях, при ин- 
версии же он меняет знак, так что он определяет собой 
скаляр второго рода. 

2х 

ав 


т 
г 


Рис. 44. 


Рис. 43. 


Теперь я дам геометрическое истолкование этих об- 
| разов; высказанные мною результаты вы легко сможете 
| сами дополнить доказательствами, если только всегда 
| будете исходить из надлежащим образом выбранного по- 
ложения системы координат. Е 
К 1). Значение определенной здесь так называемой 
| ‚суммы двух векторов“ общеизвестно; помещая начала 
| обоих векторов в одну точку, получим эту сумму в виде 
диагонали построенного на них параллело- 
грама, направленной из этой точки (правило „па- 
’раллелограма сил", рис. 43}. 

] К 2. Если взятые векторы имеют длины и, и», аих 
| направления образуют угол $ (рис. 44), то приведенная. 
{ билинейная комбинация равна /, -/»-с035. 

К 3). Снова рассматриваем параллелограм, стороны 
| которого параллельны векторам 7 и2 (рис. 45), обходимый 
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так, как указывает последовательность направлений век: 
торов Г и 2; получаем вполне определенный свобод- 
ный плоскостный элемент, который как раз совпадае 
`с элементом, определенным выше его тремя координатами. 
Между прочим, абсолютная величина его пло- 
щади выражается так: | 
/ Па * Г 1511$ |. 


К 4). Если приложить все три вектора к одной точке, 
то они образуют три ребра некоторого паралле.) 
лепипеда (рис. 46); его объем —с надлежаще опреде-| 
ленным знаком — оказывается равным. 
скаляру второго рода, определяемому 
нашим детерминантом. 

В каком же виде фигурируют эти 
процессы в литературе, где главным! 
моментом не является, как это было’ 
У нас, исследование поведения извест-, 
ных аналитических выражений при, 
преобразованиях координат, т. е. ра- 
циональная и простая теория инва- 
ЕН Там, в механике и физике, выработали, следуя 
`рассману и Гамильтону, особую терминологию и гово-. 
рят о так называемых векторной алгебре и век-, 
торном анализе, в которых образование новых век-! 
торов и скаляров из заданных векторов сравнивают’ 
с элементарными арифметическими операциями над обык- 
новенными числами. | 

Прежде всего действие, введенное в рубрике 1), на- | 
зывают (как я уже отметил) просто сложением двух 
векторов 7 и 2. Оправдание такому названию находят! 
в том, что здесь имеют силу определенные формальные за- 
коны, характеризующие сложение обыкновенных чисел, в. 
частности —законы коммутативный и ассоциа-. 
тивный. Первый из них утверждает, что определение’ 
„суммы“ не зависит от последовательности, в которой! 
берут оба вектора /, 2, второй — что прибавление суммы! 
векторов 7 и 2 к вектору 3 дает тот же результат, что! 
и прибавление вектора / к сумме векторов 2 и 3. 

Гораздо меньше оснований было назвать операцин, 
определенные в рубриках 2) и 3), умножением, а! 


Рис. 48. 


| 
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именно, их различают как внутреннее или скаляр- 
ное (рубрика 2) и как внешнее или векторное 
(рубрика 3) умножение. Здесь оказывается верным 


то важное свойство, которое называют дистрибутив- 


ностью, умножения относительно сложения 
и которое заключается в равенстве а (а. -- аз) = аа, + а:аз; 
в самом деле, для внутреннего умножения имеем: 


Хи, (Ха Хз) + У, (Уа- У, + 21(2, + 2,) = 
— Оахь- УЗИ 2.2) + (ХХь + ИУ, + 2,2.) 


так же просто вывбди%ся аналогичное свойство для внеш- 
него умножения. Что же касается других формальных 
законов умножения, —я ими подробно занимался в моем 
последнем курсе 1), —то упомяну еще только, что для 
внутреннего умножения имеет место и коммутативный 
закон (а-В-=6-а); для внешнего же он несправедлив, 
ибо миноры матрицы, определяющей внешнее произве- 
дение, изменяют знак при перестановке векторов 7 и 2. 

Я хотел бы здесь еще отметить, что часто внешнее 
произведение двух полярных векторов определяют про- 
сто как „вектор“, не подчеркивая в достаточной степени 
его аксиальный характер. Конечно, на основании выше- 
указанного (стр. 86) соответствия общего характера, этот 
свободный плоскостный элемент тотчас же можно за- 
менить вектором, что дает такое правило: 

Внешним произведением двух векторов / 
и 2 является вектор 3З длины г, + и» - [т |, пер- 
нендикулярный к их плоскости и направлен- 
ный так, чтобы взаимная ориентация векто- 
ров), 2, 3 была такая же, как и ориентация по- 
ложительных х-, у- и 2-осей (рис. 47). Не следует, 
однако, ни в коем случае забывать, что это определение 
весьма существенным образом зависит от рода системы 
координат и от масштаба. 

Я не могу вполне понять, почему эта терминоло- 
гия векторного анализа так вкоренилась; возмож- 
но, конечно, что это связано с тем, что многим людям 
доставляют большое удовольствие такие формальные 
аналогии с обычными исстари употребляемыми арифме: 


1) См. т. Ь стр. 11 (10) и сл. 
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тическими действиями. Во всяком случае эти названия 


для операций над векторами являются по крайней мере | 
в достаточной степени общепринятыми; но что вызвало | 
широкое расхождение во мнениях, так это установление | 


определенной символической записи для этих операций, 
в особенности для различных видов умножения. В пред- 
шествующем курсе!) я уже рассказал вам, как далеки 


еще мы здесь, несмотря на все старания, от соглашения. | 
Между прочим, недавно на конгрессе математиков в Риме | 
(1908) избрали даже интернациовальную комиссию, кото- | 


рая должна предложить еди- 


ную систему обозначений; но | 


удастся ли внутри комиссии 


Произведение ©, достигнуть соглашения, атакже 
2 примут ли все остальные мате- 

к, ет матики подобное предложе- 
т это —вопрос будущего. 

о всяк 

и ом случае неимоверно 


трудно внести единообразие 
среди большого количества лю- 


дей, из которых ни один не хочет расстаться со своими | 


привычками, если только их не принуждают к этому сила 
закона или материальные интересы. 

м Я предпочитаю совсем не говорить здесь о системах 
обозначений векторного анализа, — иначе я рискую невзна- 
чай создать еще одну новую систему! 

Прежде чем закончить этот экскурс, я хотел бы под- 


черкнуть со всей силой, что для нашей общей точки зре> || 
ния вопросы обыкновенного векторного ана- | 


лиза представляют собою лншь часть обиль- 
ного множества общих проблем. Ибо, например 
скользящие векторы, связанные ПЛОСКОСт- 
ные элементы, винты н динамы в векторном ана- 
лизе на первых порах совсем ге принимаются во внимание. 
А между тем уже для действительного понимания опера- 
ций самой векторной алгебры необходвмо смотреть на 
них, как на части более обширного целого; только при 
таком условни ясно выступает лежащий в их основанин 


принцип определения геометрических величин по их по- | 


1) См. т. Ь стр. 100 (105). 
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ведению при различных видах ортогональных преобра- 
зований коордннаг. Что касается литературы всех‘ этих 
вопросов, то я назову вам, во-первых, работу, в которой 
я недавно вновь изложил наш общий принцип классифи- 
кации и, в частности, применил его к упомяпутой выше 


| теории винтов: „иг Зсмацфенеоце уоп Уи Кобейн Вай“ 


(„К теории винтов сэра Роберта Болла“), а во-вторых, 
рефераты в „Энциклопедии математических наук“ Тимер- 
динга [Е. Типега! те, Сеотезсне Стип@евиие ег Меспа- 
п/к етез %4атеп Кбгрегз, Еп2. 1\, 2 („Геометрическне ос- 
новы механики твердого тела“)] и Абрагама [(М. АЪга- 
ват, Сеотеизсве ОгипаБесп!е Чег МеспашК Чеотпнегфагег 
Кбгрег, Еп2. 1\, 14 („Основные геометрические понятия 
механики деформируемых тел“)]. 

[Добавление к изданию 1925 г.: 

Созданная в Риме комиссия по унификацин векторных 
обозначений тоже не имела, как и следовало ожидать, 
ни малейшего успеха. На следующем интернациональном 
конгрессе в Кембридже (1912) она вынуждена была объ- 
явить, что не успела закончить своих работ, и просить 
о продлении её мандата до следующего конгресса, ко- 7 
торый должен был собраться в 1916 г. в Стокгольме, но ' 
не состоялся из-за войны. Такая же судьба, повидимому, ° 
постигнет и „Комиссию еднниц и величии. входящих в 
формулы“ („АинззсНиз$ г Ештпенеп цпа Рогта!етоззеи“, 
сокращенно АЕЕ). Последняя опубликовала в 1921 г. 
проект обозначения векторных величин и вызвала этим 
тотчас же самые резкие возражения с различных сторон. 
Этот проект напечатан в первом томе (1921) журвала 
„Рейзсний г апреуап@е МашештаНк ип@ МеспапИс“ 
(стр. 421 н сл.), а возражения противников —во втором 
томе (1922) того же журнала. 

Общ-употребительные теперь терминологии в вектор- 
ном исчислении исторически возникли, главным образом, 
из двух источников: из гамильтонова исчисления кватерн- 
ионов и из грассманова учения о притяжении. Трулно 
читаемые исследования Грассмана оставались, как было 
уже упомянуто, неизвестными немецким физикам; они 
долгое время составляли как бы тайное учение узких 
математических кругов. Напротив, гамильтоновы идеи 
проникли в английскую физнку, прежде всего благодаря 
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Максвеллу (Махуе!). Но все же в своем „ Трактате по 
электричеству и магнетизму“ („ТгеаНзе оп ЕесёсИу апа 
Мавпе{ $11“, два тома, Ох{ога 1873) Максвелл почти всю- 
ду пишет векторные уравнения при помощи компонент. 
Из боязни быть непонятым, он очень мало пользуется 
особым способом обозначения, хотя, по его мнению, для 
многих целей в физических рассуждениях является же- 
лательным избегать введения координат и с самого на- 
чала сосредоточивать внимание на самой точке в про- 
странстве, вместо трех ее координат, и на направлении 
и величине силы, вместо ее трех компонент. 

То, что теперь называют векторным исчислением фи- 
зиков, восходнт к работам английского инженера по те- 
леграфии Хевисайда (Неау зе) и американца Гиббса 
(У. \. 01553). 

Последний в 1881 г. выпустил свои „Еетеп о! Уес- 
10г-Апа[уз!5“ („Элементы векторного анализа"). Хотя Хе- 
висайд, как и Гиббс, принадлежит к школе Гамильтона, 
однако оба они включают в свое исчисление идеи Грасс- 
мана. И вот по такому-то окольному пути, через работы 
этих авторов, в немецкую физику проникает векторное 
исчисление, а с ним — грассманово учение о протяжении 
н гамильтоново исчисление кватерннонов. Первой кни- 
гой, которая ознакомила круги немецких физиков с век- 
торным исчислением, и именно в том виде, в каком его 
разработал Хевисайд, было появившееся в 1894 г. „Введе- 
ние в максвеллову теорию“ („Ей типе п 4е Махме! сне 
Треоне") Фбипля (А. Ебрр!. 

У Грассмана и у Гамильтона можно констатировать то 
общее, что оба они ставят своей целью оперировать с са- 
мнын направленными величинами и только впоследствии 
переходить к компонентам. Замечательно, что оба они 
обобщили значение слова „произведение“. Возможно, что 
это связано с тем, что свои теории они заранее связывают 
с учением о многочнсленных комплексных (гинерком- 
плексных) числах (ср. наше изложение теорин кватернио- 
нов в 1 томе, стр. 89 (94) и сл.). Но во всем остальном, 
как уже было указано, технические выражения у того и 
другого совершенно различны. Грассману приналлежат 
названия лигейный элемент (14еп{ей), плоскостный эле- 
мент (ЕБепещей), плоскостная величина (Р!апятбззе), внут- 


Г 
КЯАССИФИКАЦИЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОБРАЗОВ 95 


[реннее и внешнее произведение, тогда как Гамильтон 
ввел термины скаляр, вектор, скалярное и векториальное 
ния, 
р ева с тем, что ортодоксальные во всем прочем 
последователи Грассмана заменили очень Е 
обозначения учителя отчасти другими, а физики смеш Е 
воедино, либо модифицировали имеющиеся терминологи , 
а также проявили крайне большой произвол по отноше 
нию к знакам отдельных операций, получается, ее 
И даже для специалиста, большая неразбериха в этой, мат _ 
|матически совершенно простой, области. В этой пуВиноВ 
надежной путеводной звездой является принцип, эыСка- 
занный на стр. 52. Следуя ему, можно так охарактеризо 
вать теории Гамильтона и Грассмана: тогда как Грассман 


| 


|з своем „учении о линейном протяжении“ занимается а 
| рней инвариантов, которые принадлежат к группе а 
|финных" *) преобразований, не меняющих положения а 
| чала координат, тот же Грассман в своем „полном я 
Инии о протяжении“ и Гамильтон в своем и — 
| кватернионов“ кладут в основу своих исследовани Я 
|зращений. При этом Гамильтон поступает о с 
наивным образом: он не знает того, что Е ортогон Я 
ной группы допускает известный произвол. Наряду сэ — 
могут возникнуть, как уже было объясиено, новые р 
личия в связи с тем, что мы один раз допускаем, а в дру- 
гой отбрасываем, как нечто излишнее, инверсию, _ 
зеркальное отображекие (относительно начала) всех коор 
атных осей. 

РИ Ибн лучше всего уяснить себе все Не 
’ примере понятий „внешнее произведение (свободи } 
| плоскостный элемент), „векторное произведение“ и и 
| тор“. Тот, кто избирает группу ортогональных прео я 
| зований, исключая при этом инверсию, тот не т 
| какой разницы между этими тремя величинами. Г 
Грассман в своем „полном учении о т = 
| бражает свободный пло ‘костный элемент (параллел: — >. 
| снабженный определенным обходом) посредством и 
| который он называет „дополнением“ этого плоскости : 


1) В настоящей книге об этих преобразованиях речь будет впер! 
(ср. сгр, 121 и са.). 


еди 
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элемент и векторное произведе- 
ние геометрическими зеличинами охного м того же рода,] 


\. ПРОИЗВОЩНЫЕ ОСНОВНЫХ ОБРАЗОВ 


Этим закончено ссе 70, что я хотел эдесь сказать об 
заенентарных образах геометрии, и миа сотааось око 
рассчютреть образы высшего 
могут быть из ных соста 


А. До конца ХУ столетия в качестве злемен- 


тарвых образов употребляли но существу только | 


точки, изого рода образы, праюда, встречдансь при слу 
чае, во иниогдя это ве происхоанло систематически, В ка- 


честве ироихеодных образований ПЕгхенеиеике) точек рат 
сматфевали кривые и поверхности, 8 также бодеа | 


общие конфигурацыи, составленные из частей различных 
кривых и поверхностей, Задумаемся из минуту над тен, 
до чего мистообразна относящаяся сюла область: 

И В эдементарном преполанаайи, з иногда н 
в начальном хурсё леканй по зизлитической геометрии, 
ВСЕ выглядит так, как если бы вся геометрия ограничи- 
валась прямою н ПЯОСКОСТЬЮ, ковнческиын се. 
нениями н поверхностями второго порядка. 
Конечно, это — крайне узкая точка зрения, тем более, это 
у ве: лы треков простиразансь отчасти даль- 

— которые высшие кривые, которые сии рассма» 
Тривали, как „геометрические мести"; г 
Тогда еще ие проникли в регулярное преполаваные, 

2} Сравнум с этим уровень зизний около 1650 г 
вслед затем, мак Ферма (РепазО и Декарг (Пебежиея) 
создали анадитимескуию геоютрнио, : 


Зческими кривыми, 
готорых уже но разлагаются в степенной ряд, будучи, 


однако эти вещи, 


Тогда рааличали гео» | ^ 


ПРОлВОИНЫЙ ОСНОВНЫХ ОБРАЗОВ Е 


ельные иысшие кривые из числа тех, которые теперь 
| азывают энгебранческими кривыми; вторым наз- 


рянием обозначали кривые, которые молю быво опре- 
медаигь при помощи какого-нибудь механизых: сюла 


путвосятся, например, инклонхы, образуеные при ка- 
В нении колеса: по большей части сни пранаялежит к „тран- 


‘ценлентным крирым', 
3} Кривые того з аругого рожа премаллежат к чиску 
знНазитнческих кривых, понятие © котофих било 


Ристановлено пооже; это -— кривые, коарлинаты х, у 


которых могут быть представлены изк аналитические 
функини некоторого параметра & хорозе го- 
"оря, — нак стевениые ряды относительно &. 

4} В послецное иремя масго азнимались незналитн- 
коорнинаты л=Ф0, уе А 


‘зюпример, непрерывимин функцеяыею без пройзвожных: 
ги устанавянелется более общее понатне © кри’ 
ой, ао отношению х которому вышензаван- 


1ые аналитические кривые яваяются лишь 


особенае простым частвым случаен. 
$} Наконем, в самое посленнее время благодаря раз 
РАО ен инонсости, @ КОТОПОЙ мы уже говорниы 
‘зрисоелинияся еще один, ранее сбвоем нензвестный объект, 
\ УНИО бесконечные точечные множества. 
Зо --совокулности бесконечисго коничествв 
‘оцек, скопления точек, которые хотя м не образуют - 
запременную крициуио, но опрелазнотся опозне обрелелен- | 
зы законом. 2сан кому-иноуаь желательно найти в на 
них конкретных накяяаных представленнях нечто пребан- 
ччельно соответструюинее этым точечеьы поножесивам, 
УР шусть, нактюниер, представит себе ва звездном вебе 
зяечный муть, в котором, чем точнее спо расематренлот, 


лем больше находят зоезя, Ковечно, при этом семиенин 


‘банан боскоаечность абстрактной теойю: множеств заме- 
ялется бескопечностьв апирохсимаононной (занинаюнтейся. 
зриближениямеу математики. 


„м 


Зов р ар 5 Ноу 0 а. 
$, лет, Забоенольная окотемианаиЕ 


= 
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Для нисниплня, памеченных в этом кратком перечне. 
в частвости дяя нифинитезнмальной геовьетроин (геометрнт 
бесконечно малых пли даференинальной геометрии) и лля 
теории точечаых множесть, в рамках этого курса, 
к сожалению, не останется большие места, хотя они, конечно, 
также являются важными облестями геометрии *). Влро- 
зем, нх часто изяарают подробно в особых курсах лекций 
> канеах, так ито здабь мы можем отраничиться этнх 
указанием на занимаемое нмн место среди прочих ее 
троческих засинииаии, © теж, чтобы завяться более детальйс 
зазщими, которые роже молагалтся в других местах. 

Но слерьё я хотеябы в сеязи: с этим перечислением 
остановиться ий резличин между зналнтической 
я синтетической гаошстрией, связанном с рас 
смотренаыми облостяыми, ` 

Зе своему первоначальному значению снитёз м эна- 
виз эвлоются различными сбособамн изложения: сии- 
+63 мачинаег © частностей н обставанет на них все более 
& более объме и, наконец. сомые общине поиятня: эна- 
диз же, вапротив, клалег в основу самое общее и рас- 
зленяет его ив нсе более п более мелкие отчельные част. 
ные случаен. Таков именно сммел резличая, выраловевого 
низваниями;:  спотетиоеская  н онеянтнческая химии. 
В шконывй геометрии также говорит соответетземно 
чтому 06 янализе геометрических построе- 
18: иривнюзот, что нсмиьй треугольник найлев, в 
счивннкуу составдениую залачу на отаодьные частвые 
задачи Мо в высшей математике эты слова удментель- 
зы образом нрнобрелн обвериюоне юной симел: здесь 
снитетической называют-ту геометрию, кото. 
рая изучает фигуры, как таковые, безломоши 
формул, тоглз хзк аналитическая геометрия по- 
кледозательно пользуется форыулани, уста. 
узязннчемиыин после ввоелення водхолащей 
системы координат. Конечно, прн правильном пони“ 
заяни, ножах обония видами гесметрыи мюзкно усмотреть 
только количественную разнииу (етайнеНее та 
эвЯ, разницу в степеныу зависянщую от того, выдана 
зуся и ма первое место больше формулы нан 


фигуры. Тузизлатическую геошетрию, которая совери 
эбстрагируется от геометрических пт О 
Ще ож назвиыуь геометрией; дс другой стороны, еннте- 
"ТИЧеСКАЯ ПЕСО ме моба Ладен убтн, если ока ве при 
злекает для точного выражения сройх результатов целе» 
образного языка форма. Следуя закому поннманню, мы и 
ТЫ се начала применяя формулы, 
& ЗАТЕМ уже зелий себе вопр $ их геомеувичес 
ре прое 06 их геометрическом 
>” Ах И Эсюду, Та м в матанатике люаи сидон 
х образованию партий, н такны образом п к к 
чНётТых СНИТЕТикОв м ЧНСТЫХ ЗнаЛЬТикОв, 
аиорые большею всего деннян ВбоолрУтую чистоту ме- 
Фаа“ н, саемовалельно, были более заносторонни, нев 
його требует ирироза зевой. В результате геомотом-анаь 
ЗУФИКИ ЧАСТО ТОНУЯЫ в СНевЫх оычисасецих, на сваззнных 
ЧК с какими теварегрическини прелетаоленняюми, тогиа нак 
эчитетихю все спасение вижелн в нокусственном избегания 
закЫх бы то вы было форлул и при зем кончали тем, 
7 разбииайн хной собственный, Уванлюнннйся отобыу- 
хог% эзык формул. Такне преуболичения в следованкя 
облике САИ по себе оринщивам, деминанм п зоновь 
еетяй ночроллх ® научных шеолак кое бы кн роцеес у 
окаменених, в тои мовый толчок науке, сушестиее- 
м образо ускорающий 2$ разовтие, чаше всего при- 
сзАит © стороны кинзщенее (виспертибных людей ман 
Зтороаинх пабаюжатеной“: Так н знесь. в геометрия, 
‘ие слепмалисти по теорнн фувкаяй эперные выявили, ^ 


запрныер, разлнные между анальтическиюто н кевмйаитичь 
скины Кривые, которое ннкогля не отмечалось в доста 
ной селений ых а работах ученых предетаввтелей, ви 
к учебинках обенх названзых ином. Точно так же, только 
Жизики, как было уже утомтауто, даян ход векторному 
Чизлиоу, хоза-го освовные полятия имеются уже у Грас- 
МЫ и25е #8 в учебниках геометрик часто еще 
№ Ючти ие упоминается о векторах, ка 
стоятельных вещах! ых АЕ 
Не раз паходилесь сторонники того, чтобы гедуетрык, 


\ 0 тах вощах бушет зоесчто сказано в ПР этого сомнения. 


чатежатакы и чтобы вообще разделить математ в деле 

| бь Я ак ле 

ъбучення ма её отдельные дисниллины: я. деды, 
зе 


` Я назову пемецинх нослелова 


Ре 260 ив ОСУбАЫХ ОбРЬТЫ 101 
у ЯРОСТЕЙЫГИЕ ГОАСУРЧОСКИЕ ОБРАЗЫ сизвониые ОсИСаных © 


развитые вазимвой зависимости геометре- 
]ческих образов”) } Шутейнеро, „Оестее Фег Бава” 
фереи- И Геометрия положения”} $ Шлаудуа, „Ваузеши- 
зелет Какие" („барицентрическое исчисдевно" 2] 
Мебнуся и, наконец, „даму стиеотекисне Вас идет" 
.Аналитико-гоометрическае исслеворания®) 4) Паюжкера. 

Чтобы отызтнть обмнейшие руководунние идей этой 
„Новой“ геометрии, я в первую очередь остановаюсь 

|} как ва славной заслуге Повседе, на том, что он 
зерзый высказз» ту Мысль, что < 
дан  тоэин существуют 
Правиоцевные образы, & 
вменио на наоскости точие може 
но противопоставить неогр 
ничениую праную, в про- 
трансе жЕ-- не ограничен: ей | 
ную плоскость, что в боль Г 
ыей части геометрических прёд- Фок, +8. 
жений ьоетай можно сабво 
„точка“ заменоль словом ‚прамаи“ злн, соответственно, 
„плбскость”. Этб-— выражение прининиа лройствен- 
Носта. 

Понкеле прлмыкает в развитой себкх нлей к теории 
леляр конических сечений [,Тибоме дез роиееЕ 
Яиноцие" Теория ззанывых полир*|. По сою 
щевию > оаределенному коническому сочевою каждой 
точно в ириналяениие (соответствует), как узаестно, веко- 
| гарая прямая м = панестве ее поляры: последнюю можие 
определить, зарииет, вак прямую, соеднняюищуию тоны 
касания друх касательных к этому комическомлу сечении», 
проведенных на точен # [асан рис. 48} в дежит вые 
кривой!. Наоборот, кежлой прямой я пркнадяюжнт неко 
`орый полюс 2, причем изеёт место таной „закон взаим- 
восты": полна =’ любой точки в“, лежащей на *, срохо- 
аут через в. М» эмого. осуществляемого оре повозки 

%; баб 2622; ФебалмиНо Менее 64. боди 1580, $, 25, #. Пе. 
9 в собрана „Обоев Юаеуся де овобтея ГооеиНн*. 
2 бя 

35 Мообела ЕТ, 

% Цетьредано ча еп, 35. 

м 2 мы Выдын 1896. СЕ. 


ников с предетавнтеаями других наук. 
Закоичим на этом наш экскурс н обратниея, пролол- 
жая сленовать историческому розеитню, к рассмотренные 
В. мощного импульса, нодученного гобые 
тричесины леслелованием, ночиная с г. 
когла на передний план выступимя тах называомая новая 
геометИиня, В изстоящяе врема мм охотнее мазываен 
=: проектияыой геометрией, так как в ней славник 
роль итраёт операция проектирования, -= нам вридется 
позже полробиее а ней говорать; хотя и в вастояние 
вен часто еше употребляют мазезине „новая“, но 37%. 
собетвення говоря, боужестии, ибо сторо времены занеич 
раз полваялись лрутне все 00208 „новые” теаленокн. 
$ качестое одного из дёрвых зоваторов д должен заеь 
чазвать Пюноеле (7. У, Ропсеей, который в 1829 г, апеб 
анковал свой „Туане 45 реори аа реорееииез бе Палитез" 1 
{„Грактат о ароектицимх скойствах фигур. 
`В дальнейшем разеатия этой проектнвной геометрунк 
сифза играло роль с самого вочала разанчие межау 
синтетическим н анзянтичесним напроеде. 
иняхи: в качестия прелотавытелев первого нанразтеных 
слей ИЛейвара [3. Зее 
я НРзулта (СЛ. *. Ман, в качестве представитенев это- 
роге -- наряду с Мебнусом, прежое вссто Илюжнера. Вы 
видите эдесь оснонные прочаведеныя н этих тоометрок 
они вии и теперь ве ттрауняи своего жнвого влоеня: 
#то — „Буметайесие Бабе ь ии Чех АБТ оИ коли 
УВОг Сев сменит” („Снстематновекое 
аи ее аа * 


#3 м. Рыб узы. 
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> 


комического сечения, частиога случая соответствия между 
на плоскости, 2 также из знелогия- 
плобкостяыи в иро- 


врамыми н точками 
ного соотношения между точками и 
странстве по отношению к какой-нибуль поверхности 
второго поряхкз. Понселе заклющил, что все предложения 
геометрии, которые относятся тольнок свой. 
ствам положения, ко юзамыной иринадлеж- 
НОСТИ (Нли „ветрече": точек, п рямыхн пло: 
костей, могут быть „дуализированы“ указаи, 
нЫык выше способом. Знаменитый пример даеттеоре 
ма Паскаля о шестиугольнике, внисанном в ковическое 
сечение, которая прн „дуаличнровании“ (т. в. согласно 
принципу двойственности) перехознт в тео рему Брадн- 
она о шестисторовнике вз касательных, описанном окояо 
этого же коннческого сечения. | 

2} Впоследствии очень скоро пришан к более глу- 
бокому поинмазию пл ранцииа двойствен- 
ности. Гго отдезнаи от теории поляр и стали рассчат- 
ризать как всточник всего свогобразного ло. 
строения проективной геометрии. Эта ире- 
красная систематика ипервые появлаётся у Жергона 
{бероютие н Нуейнера. Вы лолжеы бы прочесть хотя 
бы в предисловие к „Систематнаескому развытек" Шей. 
вера} то место, ге ое в восторженных выражениях рк- 
зует картчну того, как проективияя геоматоня эпервые 
эНоснт ворякок в хаос геометрических п релломений 
= кик в ней зсе разменается совершенно остественным 
образом. 

3 течение нашего курса нам еще часто придется го- 
ворить об этоё систематике, во Уже телерь я хотел бы 
хать краткый обзор ве. При стом принцип лвой- 
<твенности булет проявляться в том, что точна налос- 
кость — нди собтретственио {если огравичеваться плох 
костью) точка и прямая — эхолят о основные повятне 
и. иреляомения {„аксномы" тесетрни осегля созериненим 
сныметрично, т, ©, что эти ансномы, я знаент в логнчаекн 
вЫвОдимые 83 ных предложеныя, эсегла попарис авой- 
ствевня, Так называемые „метрические соотношения“ 
элементарной геометрии Зызь, напри мер. расстояяме, 


ить 


1 Сы ббяинениь, указанное на < в 6. 
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`угоя,-.з ввачале совсем ме аходят в эту а ку; 
поаже мы увидим, как оин могут быь д т 
включены в ибе, Ближе это и: ет зд так: 

ы кв т 
К. | т ка, исограничелияя) пря- 
мая, (неогракиченная} плоскость и, 
5) Между ‘этими освовными образами ит Кеть 
следующие соотношения (вазмвзеные „предложения. 
ии ИАН аксномдии сочетания" -—- „ Уегкийр! ‚= 
зазе*), нелопускакниая исключевий р 
доститается искусным ны и Е 
иечно узаленных) элементов, какозое ипедеми впослел: 
| ры же разъяснейо более подробно: 2 м р = - ре 
делают прямую нь 
а одной прямом, ределяют. ть 
ловкости определяют приную; 3 ые-- 
| сти, не проходящие через одну прямую, 
о ерерь обра | ые основные обра- 
&) Теперь образуем линейные о бы мы 
и а, которые аналитически опрелеляютс 
линейными уравиеннями) 
1 Основные образы 
элементов: и о о 
ие овожун ность всех точек ошной прямой: прямо 
яннейный ряд точек. ку ны 
"з) с всех т прохоащих через 
ди яму: пучок плоскостей, кира 
т а примы на вяоскости, а через блну 
точку! (плоский) пучок аржмых. а 
м оноикые образы 2-й ступени, из»? эле 
тов каждый: а ани ый 
О лкохь как а. место ве точек: 
эле (плоская система) точек. — ри 
к а. нак тт | ее пряных 
& {плоская система) прямых, | | 
Е - проходящие через ояиу неподвижную 
очку: свизка плоскостей. | | я 
ша Прямые, проходящие через олну неподвижную 
точку: связка прямых. ; ВВ 
р г Феновные образы 3-й стуненм изо? зле 


мевтов каждый! 


“`]}-@ стувеви каждый 


зы 


‘даыих обстоятельствах 
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странство 
костей, 


удобном внхе, если двяьше перейд ть а! 
'АрОнам виде, и, те ем на путь анализа 
я для этого посмотрим прежле всего, какую форму при- 


нимает приндил ЯВОЙСТВЬениоети 


ство, уравнение прямой на плоскости, есль 


67© свободный член ие равен зулю, можно записат, зак 
ИХ Фут = 0. 
Бы приая 
коэфициентов д, 9, которые, между 
‘софициен т, ®, которые, ые прочим, и этой записи 
фигурируют совершенно симметрично © текущими Кор 
и | ры ее Нжюекера и состонт в том, чтобы 
рассма 'СТЬ №, © КАК „коорлинаты прямой" 
равноправние с зооримтени +, у точки. м ра полхо- 
а ОВ читать их переменными внесто 
и. этом новом тоякованон 
чения, и наше уравнение выражзет услов: 
рт ‚урав ыражзет условие того, что 
кеорая перемениая прямая проходит через Веды 
ную зочку х У; т. ® ойо ярялется уравнением этой 
о, Коорлниатах прямой. Наконец, можно це 
оказывать предпочтения ви одвому 8 обонх образов 
в сов зыражения и вовсе не указывать, какая нмен- 
|2 рати ‚величин рассматривается ках постоянная и ка. 
ыы Я реиНя, зогла наше уравнение представих 
молие „совокупного положения“ (илы 
ый) "СУегетаие Табе) точкнн прямой. ры 
‘ЧП хвойственности как раз н оонрается на тот 


х, у имеют постоянные 


про- 


отчег- 
выступает полная двойственность; исходя юн 
возвести все злание 
геометрии двумя способами, нахоляшиынся | 
= отношении взаимности друг к другу: прн одном не 


будет определена, пслн известны зназенния | 
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Встественно, что в пространстве на место уравнения 


прямой становится уравнение плоскости: 


их Фу = 0, 
В результате этих соображений можно аналитически 


зазвивать геометрию, принимая за основные переменные 
либо м, у, 2, анбо в, 9, ® при этом слова „точка“ 
# „плоскость“ просто переставлиются.! Таким образом 
возинкаег известное двойственное построение 
геометрии, которое во многих учебниках подчеркнуто, 
аыранается тем, это слева и справа от вертикальной 
черты помещаются эзаимные теоремы. 


Окннем теперь быстрым взором возникающие таким 


образом, всегияа взаныно лвойственвыев, высшие 


образы! Это даст ниям, как бы продолжение прелылущей 
хвойственной в себе схемы линейных образов, 
Начинаем с того, это рассматриваем х, у, 2, как он- 
ределенные, не сводяиднеся к постоянным значениявь, Фувк- 
ция ©, и, № некоторого параметра & Эти фувкиия оаре- 


| делзнот некоторую пространственную кривую, которая 


в частном случае (когль Ффункимыи ©, у, $ тождествеюно 


| тловлетвориют какому-лыба линейному уравнению © по- 


стояниыме козфиитеентами) момоетг бъемь плоской ирнвой 
няя, наконен (если они удовлетворяют двум таким ли- 
нейным уравыенияйм, вырожиается в прямую. Точно так. 
же, рассматривая и, х, ® как фувкции от & получих 
одиократно -бесконечную пос ленователь- 


Г ность плоскостей, которую удобнее всего представить 
| себе при помощи развертывающейся поверх- 


зоста, огибакиней эти плоскости. 
Здесь один из частных случаев состоит в том, что все 
паоскости прохонятг черед олму точку, т. е. огибаются 


зере» одну неподвнжную прямую, 
°Расгыатризоя же х, у 2 как функции двух пара- 
метров 2 г, получны некоторую поверхность, которая 


факт, что рассматриваемое уравнение совершенно | 
сныметрична относительно х, у, © олвой стороны, ` 
ин, ©, с другой, --н в этом свойстве заключается все 
9, то мы раньше понимали пол „двойствениостью”, при 
сушей зеоремам сочетания, 


| некоторым конусом, а другой в том, что все они прохолят 
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нЕ у и #8 плоскость; дульной Четыре постоянные х, $, р з этих уравнений 
совокупность пера тно-бесконечнан ожно назвать коордниатамя прямой  простран- 
которой позерхностьк ей, огибаенмых нефте нетрудно уставовить, как сни связаны с упот- 
оверхностью; вырождением этой совоЛеблявшимися раньше (стр, 89} характеризуияиимн прямую 
Чфтношенияыв ^;У:М, которые мы составаяля по двум 
„ точкам, следуя грассманову принципу. Так вот, Плюк- 
=р прежде всего рассметриваетолно уравнение /(х.лурс} = 
эти четырьмя коорлянатами оно выделяет из четырех» 


щих через одну ненодвижную точку, 
ОдВИЯ › точку, 
Выпищем все эти результаты в виде такой Таблички 


Я = $0) | кривая = "7 и 
и | ттт: кривая) а, ‚развертывающая - атно-бесконезной №о*] совокупности прямых ее трех» 
2340 | (прямая) = ся поверхность | отно-бесконечиую часть ||, которую он называет 
У ® = 5 (0 | бони} ‘эмцаексом линий ПАтенкотрюху о его прослейщем 
#=${0 (пряная; луча, о явнейном комплексе (Шпеаго’ Конрех) 
у ‚нас уже шла речь (стр. 67). Два уравнения 7(7.5.0.2}==0, 
ее | вы) ] р, = 0 я конгрузёцию линий 
=) } поверхность |9) Го ИЕ илтвелколетие:12), которую иекоторые называюттакже си- 
и Сы ВЕ. верхноеть г. ыы ен 
2 = — ] дл я В Етемой лучей (ЗаМелзумем) первый териня должен 
$ (6.2) | алоскость) [вые (точке к казывать г. то, |... речь Е я общях обоим 


сФипяексйм }=0, 5=0. Наконец, трн уравнення 
} к дна Й == ТОГО Же ряда определяют одионратно-бесе 

„ощечную совокупность |2"! прямых, покрывающих не- 

‹отофую поверхность, т, ©. некоторую линейчатую 

моверхность. 

Изложение лоего эго Плюнкер дал в своём произ 
неденим „Моше бете е Чез Кавтиез, сеотбофер ви Фе Ве- 
асициму дег сете Сие 215 Вантеещси{“ 1 (Новая гео- 
зыегрия пространстив, основанная ча рассиотренни пря- 
мой яннин как элемента пространства“) 18689 г; ов 
умер, когла было почти закончено печатание лервой части 
элог» произведенныя, и я, как его тоглашний ассистент, 
золжен быя „заслужить шпоры“ назаннем второй части, - 

Общий пмоккеров принциа, пременать любые образы 
зак элементы простремства, а их постожиные как коор- 
заиаты, давал и в дальнейшем ловод к нитересным не 
следованияы. Так вмаающийся порвежскый математик 
Софус Ли (Зорвиз Ме), который долгое премя работая 
‚, Лераните, достыг большах успехов со сноей шаро- 
зоН геометрией, В ней за зиемент пространсэте Фе 
ретея шар, который, как н прямая, зависит от четырех . 
ззраметодь, 


Это может служить в качестве дост 
тех двойственных схем, какие охотно а ро 
жди онгого еремени. ыы 

‚$ Уже у Плюккеря имеется весьма существенное даль- 
ыы развитие всего этого подхола, Па аналогии ие 
ый. ‚Ррассматриласт три коэфициента уравнения плос- 
ыы как ве переменные коордицаты, он приходит х мы. 
те. Ри из вообще постоянные, от которых 
ее како "иифудь геометрический образ, — например 
ее И поверхности второго 
порядка, — переме коордниат ЭМОРе 
образа и исследовать, что могут анать чи экы 
Уравнения между ниши. Копечио, злебь уже не может бычь 
1 ыы в буквальном смысле: она 
и ы на свеннфическом свойстве уралвения плос- 

Ти или соответетнение прямой (стр. 104) быть синмет- | 


1] А, Ь 3 сера 1888 в. 190%. 
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Филек ПРОНЗНОДНЫЕ основных обРАзОя 
„8 дее, я упомяну еще исследование м о 
аа Пуеят норих отеж к бои 
‘озднему зрамени, В вем Слюди связыва 
уже нам понятием линамы ЗЕ ВС ЗАКОНЫ 
относящяхся сюда изысканий. лы ми зе 
. За пределы этой „новой геометрин®, в ко’ 
же обиоьич 5 манны рин*, в которой вс 
од роль играют неограниченная к “ 
же р 
ее 99+ г. Грассманом развитые идей, стай 
мия от место ограниченные ине вый 
менты ры °й пространственный эле 
НЫ рем ны компоненты, следун „при м 
ну опрежелителей"; об этом мы уже говорнайлия ие лишены смысла, вы 


подробно. Эти иден Е | , СЯ у 
р нем прекрасны тем, что Здесь мы иде» бзапример, об операциях со степенвыми рядами: стеленной 
зяд заидется совокупиостью всех своих бесконечио мно 


их коэфышиентов и может быть в сизу этого изображен 


‘нетодкован} в виде точка в Я, 
При этоз% является замечательным и признаваемых 

3 геперь эсемй математиками фактом то, что такой гео- 
четрический язый В случае ® н даже бесконечис боль 
обо  чнела переменных достаеляет лойствительную 
пользу; благоларя вму все рассуждения становятся Го” 
зазхо живее, чем ссан держиться одних только зыяяити- 
ческих выражений, и вскоре достигается тахля ловкость 
# утотребленниа новых геометрических представлений, 
хак если бы мы # Я нв К. ваходились у себя лома. 
Вопрос о том, Что именно в дейстактельности скрывается 
33 этим явленнем, и не сказывается лв зиесь некоторое 
зетественное презраспоножение человека, которое только 
'’ из-за ограниченности нашего опыта обыкновенно разви“ 
вавлся лишь в дзух в трёх измереннях,— этот вопрос 
пусть решают психологи ин философы! 
| На зени я должен здесь также ориентировать пас от 

носнтельно роли математики в общей культуре, то © 
цует сше в носколькнх сжовах затронуть тот оборот, 
который придал идее миогомерной геометрии в 1378 г 
жейпиитский зстроном Цёльиер (26Ншес). Эдесь перед изаи 
один из редких случаев проникновения во всеодщее с0-, 
зновне математической терминологии, — вель теперь каи- 
дый чезовек употребляет обороты речи, содермаяе _ 
„четвертое измерение“, Зта популяризация „чет- 


рому и плоскостному элементам, Я уже упомнииа, что 
‚одучаемую таким образы абстрактную хисиипяииу 
"рассмем назвал ученнем о протяжении (Азздей- 


: опезейге). 
Эта ндея пространства х измерений А, получила 


ом простриачетое Ю о... С тем, что такие рассужле- 
согааснтесь, если вспомните, 


вонятию о линейном элемен не 8 
ов змей: нтё. хотя у кажлого из виз 
реет и друой образ. В чаетости, мо) 
ВОГ Х © т 0 быть УПО: : | 7 т 
Нан преридущей риа, упоминуто Н в эй 

я хочу еще поячеркиуть, что Грагеман 
* нодчеркнуть, что Грасеман ны п ковы 
1 а тии радалених 
ниами; нанротив, своболном творчества он вы 
хоннл даяеко за их пралел: Е иене 
их лы. Нанболее важных 

ее | лы, Н вым ное : 
РНЕ т о п :. ре веопределенное мы 
еь в ›чк хбр 2, ВМЕСТО Трех козни 
\, у, хи, таким образом, пришел к геомет а ю- еы 


уе. | 2% ая 
о ое Ирин, Я реСсмктрией 
Е нете матрноы 1% Одина 
„„в-Тт г } координа 
кож, почек, миноры которых дают у челый ик ре 
мы равой в Вростралстье Х. соответствующих дней. № 


‘к ейраа зе. 


ий НИИ р в | 
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. 


Комечио, мне здесь не приходится подробно расаро- 


можем  поспринимать только некот 
| . о а ана : ко а р в ..| 
т мое 2 особавно ре ый "Ренате {. ых 
с существами, у Чит ® общенны |?а30в, — 8 особенности Е г ея 
0 1 а иТРамства, в = Я ее 
Е омено ме нее из него ны ны ее цаоскостей в т, д. Ам приходим здесь к дальвейщеу 
нх обратио. он чевидимыми, — так н нозеращать Развитию вехторногоаиализя в собственном 
Ирин пощои ивы НИО+ЭТН СООТНОШЕНИЯ удсинют себе С МЫ Ся, который благодаря Гамильтопу сделался одним 
нбульл ивы существ, воторые связаны г какоя. [из ценнейших орулий механнки и физики я предлагаю 
ы вашему вынманию перевеяениые на номецккй язык „Вю. 
| ее бас Сазечиюнет” * Гаыпльтона, а также ‚уже 
упомянутый рапьиюе стр. 94} „Уесг Аза” №} тоже 
зчень заслужениого амернкаона Гиббса. , — 
| Новая мысль, повсозянияющаяся эдось к известным уже 
зак позетням вектора н скаяяра, ее аа 
Чельнер эксперн кота. Быль «вязать эти зеличины сточками простран- 
ты Сиэта. Было составлено много под. ства: нажаой точко {х,у,2} пространства отиосят опре- 
жизин ТАяНх янумерных существ: особенв 2 дезениий скаляр | 
| $ = Ил, у, 
н говорят тогяв о скаляриом позе; 


За 
Нмателью делает это аноеныные ЗОО аа 
к каждой точие пространства прякладывакт определен 


вектор 


с другой стороны. 
ный 


отдельные су 3 16 Г 
тельно суаествя различаются по своей геомстрической 
ее отор ФФаЯ тем сложное, чем виные их оргрнизльия, 

пы многоугольники являются вмешими суше 

т 

о в Чиа, ьмеют просто форму черты 


в} „Алонсо ога Е 
в Оане а 
ратий м Кваарот), р ее ‚Бу Зимяте {Роман ъираснх мана 
‚Автор в обнозыоы авес, ме м 1384. и 
обои знраууеерианой: оне, За0Сь цель слезть востижомой воз. 


А == ль У= (У 2}, ди, 
„ совокупность этих векторов называют векторным 
подс, 


ау едчери 

а саучАЯ 

земная Колебиа. о вок 
# Пезиаен зи 2. Си, 2 зови, Беййа 18838. 
31 29, у В В. Мо, Мех То 1001. 


ИЕ з 
ани зб саобф „Зе“, чобы чтаейь Не ПОЗЯЛ дб 
озрелеления маленматнни за обр течи 
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Этим даны названия двум важнейнины геометрическим | ‚=. частвого диферевиирования также 
Зонятиям, которые в современной физике п Ненязотся ИУ * 98 онент свободного век 
ма кажном м остаток будет о ны при-рмеют р ие рая м новой прамо- 
меров, чтобы напомнить об их широком распространении Гора, *. ©. в не нех’ у" 2” новые символы -^, 
Плотность распределения массы, темнера» годьной системе координат х’, у’, 2’ новые с 
тура, потенциальная знаргил н непрерывно эро: | ых ра гаким же образом, как вре» 
тяжеяной системе, рассматриваемые каждая, как фулкцня | Е получаются из старых такни же образом, 
места, являются примерами скаялреого поля. Поле | 
сил, в котором к каждой точие приложена определенная мы Е лы 
сила, представляет типичный ириыер векторного поля, Г Это сразу же ставет ясвым, если действительно про- 
Лальненызими ее явлеются: в теория упругоети| 
поле сдвигов деформированиого тела, есяй преданы |” : , 

координат" х’=ах+ уе, | 
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у’ == Фу, и 


ить себе, это каждой точке отнесен отрезок, изобиюзиа- 

юзий ес слог; полобно этому в гизродьнамике поле | 

скоростей, наконец, и злектродинамике электри. арену. 

ческое н магнитное пола,’ в которых кажной о. ыю ТОЙ, МАИ Е УИ 

точке отнесен определенный злектраческий или магнитьый | и зринки ны, но кк > ние: полу, 

м - фе нер местоЗкЬй строк и ковши В системе 
В кожной точке можно из вектора магнитной свлы нете простой перестановкой стро 

Поля, который по своей природе является аксизльным, | их коэфиинентов: 


: = + ый 
4 83 полярного вектора электрической снлы поля соста- у | $2) 
ить один знит; поэтому электромагнитное поле можно | ве ие 2 "усы". | 
интерпретировать также, как пример внитового воля. Ир : 


Гамильтон показал, как можно проще всего сделать 
эти поля достулными эетоязы анференинального и ии» 
тегрального нсчисленый, 

В основе этого применения амалнза лежат два заие- 
чения. Первое заключается в том, что лиференанняы: 


Имея некоторую фувкцию от х, у, 2, можем пуеись 
посредством и ее так же, как функцию от од то 
известным праснаам частного диференцирования махожим: 


ы Ра а вх * Е ‘ве ЕР 
2х, у, 5, | ими к = 
а мо ааа 
отношения которых определяют направление перемещения | 9’ - $ $ 
в данной точке пространства, изображают некоторый | я дх 


2 №, 8. 
р 


а частные произ от х, 5 по му, 
Входящие сюда частные производные г 75 
зожио сразу зайти из (2), после чего получается 


РЕ: 9 
а мк 


ЗВОбОоднНыЫЙй вектор, т. в, что они взут себя 
пры преобразованиях координат, как комно- | 
ненты свободного вектора. 310 можно дегко | 
вывести из того, что они получиотся путем прелельного ] 


церехоля из`кообдинат маленького отрезка, проходящего 2 

и Е а ыы 

Второе, болесважное, нонтожеврюмя и более трудпоедая арб Ту т |-- : 

понимання, замечание заключается втом, что символы Е» ы — => + 4 %. 
8 


4, Маз з. Элемеюторвюй молобоеко 
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Сравнивая этот результат с (1), замечаем действительни 


о ; оно находится со скалярным полем в 
совпадение с формулами преобразования координат точ ан И у 


а значит, и компонент вектора пределенной связи, характер которой не зависит от того 
Гораздо более прос : ли другого выбора системы координат. Этому вектор- 
УХ у 

так же, что при а. ве показало бы точнфому полю, взятому со знаком минус, дают название, за- 
ука. в ы координат три символ мствованное из метеорологии, а именно, „градиент 
фкалярного поля". Так, например, в известных картах 
Тогоды, помещаемых в газетах, атмосферное давление в 
аждом месте представлено в виде скалярного поля 5, 
масштаба, т. е. не обращали внимания на изм ри помощи кривых 5 = сопзЪ, возле которых выписаны 
(Оипепз!юп); принимая же его во внимание най инт Ринадлежащие им значения 5; тогда градиент дает на- 
наши символы нмеют измерение, равное — 1 ибо дне  авление быстрейшего падения атмосферного давления 
циалы координат входят в их знаменатели. РР ее о ее - 

Над этыы а _ равного) уровня“. 
д векторным символом (3 ) Гамиль| Из трех компонент Х, У, 2 вектора всегда можно 
ср. стр. 87) составить скаляр Х? - У?-- 22; в частности 


тона мы б а, 
ы будем производить те же 
операции, какие мЫуз градиентов любого скаляра получаем новое скалярное 
поле 92 дл \2 ду \2 
(5) + +(>), 


раньше производили над векторами. Начну с того заме 
чания, что результат применения операции -;_ к некото. 
Хх 

фт системы координат образом с векторным полем этого 

градиента, а значит, и с первоначальным скалярным по- 
лем. Этот скаляр, как известно, равен квадрату длины 
градиента или, как говорят, равен квадрату падения 
скалярного поля. 

Применяя еще раз это же предложение, образуем из 
9 

самого векторного символа 9, зу’ д; некоторый сим- 


Умножаем, в установленном только что смысле ет 
) 


Сар. на компоненты векторного символа ГамильтонаЙДОЙ из его компонент на самое себя, т. е. применяя 
. в. ооразуем вектор: флважды обозначаемую ею операцию. Это дает операцию: 


9 9 9/ `Е - - 
0х’ ду’ 2. де дз Роя, 


ой з 9 
рой функции Х(х, у, ,), т. е, 9х’ Можно рассматривать 


как симв 
олическое произведение из и / 


ибо формальные законы умнож 

ения, поскольку они будут 
играть роль в даль бе 
ЕН ы нд ии в частности дистрибутивносты 
9х 9х + %) : 

тания операций, 
Пусть теперь задано скалярное поле $5 == (х, у, 2); 
О ) у 


остаются в силе для этого соче- 


т м мы видели (стр. 88), что произведение скаляра которая, следовательно, имеет скалярный характер, т. е. 
тор является снова вектором, а так как при дока. 


в. | остается неизменной при преобразованиях координат. 
ОКО Ви ие предложения приходится опираться|. При „умножении“ этого скалярного символа на ска- 

с свойства умножения, которые имеют ПЯРНОе поле / обязательно должно снова получиться 
место и при нашем символическом умножении, то вы- 


скалярное поле: 9} , 0}, 04 
ходит, ч о 
ни т эти три частные производные скалярного поля аи ея ри. 
т вектор, зависящий еще от точки х, у, г. т.е, 


которое с первоначальным полем связано независящим 
з* 


й 
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$) Внешнее умножение лает матрицу: 


от системы коориниат образ р 

зем, Если представнть 

чекушую в этом поле жидкость, плотжость Которой пер |2 9 
‚льно равна еднинце, н скорость которой в ка ый 53 Е го 


и ны граднентом поля /, то за первый момен 
ты = поет. в каждой точке на ведичини 
р := изведеныю этого скаляра (в этой точке] на а) 


(++) 


называют дивергенцией (расхож воля 
ь ицней ‹фждением) град 
Прежде пользовались, волен за р ав, та 


тремя определителями являются выражения: 


2 ом 9 
у он. 


' Согласно прелыдущему, они опредеяяют собой не 
который плоскостный элемент или АКСИЯЛЬНЫЙ 
и Язектор иан соответственио р ыы векторное 
ериннологией; скзля з толе, иричем характер связи обонх полей опять-таки 
функцией точки ин о ы == Ул, у, 2) вазывал о астся пб сыт от выбора системы координат. 
ним скалярное поле [.9^ в, и. ), вое свиное ТПо Максвевлу, зто векторное поле называют Сием 
фер: о. : (==) +(5;} Ре {=} —пераым ди вглийское слово Сай — локоя, зэвиток} задавиого; в Гер- 
ренцнальным параметром, а второе скалярное наряду с этим словом употребляют такие не» 
пояе 22-297. 9% __ ы эмы, маны ‘ово ОИ —-- мутовка, мешалка), происходящее от 
бе зторым днферевциальны: ецкое слово ФШИ -- мутовка, мешаяка), происходяиее © 


Е Л. № зого же самого германского корня; наогий говорят также 
ева, НЕ? а. | ротор (Коми — „вращатель“) нач ротация {ПоаНоп-— коло 
Вы будем подобным же образом комбнвирей Ращение) (в русской литературе пользуются терминам 
вать наш векторный сымвол =, г, 3 т] вихрь, ротор, завиток, зихревой вектор). 
{полаярлым) вехтори г’ ду’ я < заданный Теперь мы уже получили путем ся стематического 
г. кторным полем: | а исследования все те величивы, 
Х=ех, уз Ушу зы | | которые физык всегда должен иметь пол рукой при своих 
ны а 2 Умум иг 2х уз, | нссяелованиях различнейших векторных полей. То, чем 
применяя оба рода умножения двух вы _ {ыы здесь занимались, является чистой геометрней. 
о р ва комнансь х векторов, С КОТОЙ Я должен это как можно сильнее поячеркиуть, так о 
и ем внутреннего умножен! _] ва эти вещи часто смотрят, как на принадлежащие фи- 
скаляр, который при уже о множення воБНиКае зике, и гоответственио этому излагают их в книгах  лех- 
‹«имволического умножения да 9 п нам истолкование ниях по физике, а не по геометрии. 
кения ма 5; принимает такой выф, Но это лишено всякого объектизиого основания и 
ь может быть понето лишь как дань историческому раз 


ЭХ 9’. | 
я 22 | } витию, ибо в свое время физика лолжеа была в этом` 
в. ` случае спероа слма соэлать себе то орудие, в которсм она 


Конечно, ой в ао стеый ф нуждалась и которого ие имелось тогяа еше в готовом 
ставляет, ВОВтОму о Геры эт х, у, хи пред же в арсенале Математики. 

этим последним и’ данным векторным полем ванн Здесь мы снова встречаемся с тою же несуразиостью, 
соотношение, независящее от ря полем существуеф на какую я уже неоднократно должен был обращать ваше, 
поле называется янзергенцией рей коорлинат. Эт внимание в прошлом семестре в области анализа. С те 
данного выше определены. — дного, в смыслф чением времен в физике развивались всякого рода 
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ма 
тематические потребности, и это не раз сооб 


е 
ценные импульсы математической науке а а 


р д | | , 


емые в нем в силу ста 

родавних т адиций 

есто р а Глава, которую мы теперь начинаем, является одной 

рямо вперед по своем нер-| из важнейших в научной геометрии. Но ее основные 
нению, каждому ерехо: ста-| идем, а также простейшие ее части дают, —это мне осо- 

ДУ на| бенно желательно отметить в настоящем курсе, — также 
очень оживляющий материал для школьного преподава- 
ния; ведь в конце концов геометрические преобразования 
являются не чем иным, как обобщением простого понятия 
о функции, которое наши современные тенденции к ре- 
форме стремятся всюду поставить в центр всего препо- 
давания математики. 

Я начинаю с рассмотрения точечных преобразований, 
которые образуют простейший класс геометрических пре- 
образований. При них точка остается элементом простран- 
ства, т. е. они относят к каждой точке опять-таки неко- 
торую точку, —в противоположность таким преобразо- 
ваниям, которые переводят точку в другие элементы 
пространства, как, например, в прямые, плоскости, шары 
ит, п. Яи здесь на первое место выдвигаю аналитичес- 
кую трактовку вопроса, так как она всегда делает воз- 
можным наиболее точное выражение фактов. 

} Аналитическим изображением точечного преобразова- 
]} ния является то, что в анализе называют введением 


На этом 
и, м о ею первый раздел, который п 
м ми различными видами ге : 
‚ с объектами геометрии ры 


еперь Т Т 
р МЫ ДОЛЖНЫ заня 1-16; { особым ме одом ко О- 
[5 В то- 


рый имеет огр 
омнейшее з 
исследования этих образов о 


новых переменных Хх’, У’, 2’, заданных, как функции 
старых переменных х, у, 2: 
х=ф (%, у, 2), 
. Й 
у’ = (>, У, 2), 
2'==ф (х, у, 2). 
Такую систему уравнений можно, конечно, интерпре- 
тировать в геометрии двумя различными способами, я 
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сказал бы — активно и пассивно. Пассивно она представ- 
ляет собой изменение системы координат, т.е. (неподвиж- 
ной) точке с координатами х, у, 2 приписываются новые 
координаты х', У’, 2’. Именно таким истолкованием мы 
до сих пор постоянно и пользовались при изучении изме- 
нений прямоугольной системы координат; в случае более 
общего рода функций ф, у, Ф эти формулы охватывают 
сверх того также переход к системам координат совер- 
шенно иной природы, как, например, треугольным, по- 
лярным, элиптическим и др. координатам. 

В противоположность этому при активном понимании 
фиксируют систему координат, а преобразовывают само 
пространство. 

С каждой точкой х, у, = сопрягают точку х’. у’, =’ 
и этим, действительно, устанавливают некоторое преоб- 

разование точек пространства; это и 
являегся` тем толкованием, с которым 
мы в дальнейшем будем постоянно иметь 
дело. 

Следуя этим разъяснениям, мы полу- 
чим, конечно, первые примеры точеч- 
ных преобразований, истолковывая ак- 
тивно те формулы, которые раньше 
(стр. 74 и в пассивном пони- 
мании, — изображали сдвиг, вращение, 
зеркальное отображение, изменение масштаба прямоуголь- 
ной системы координат. Можно очень легко убедиться 
в том, что первые две из упомянутых групп формул дают 
сдвиг и соответственно вращение около О пространства, 
рассматриваемого, как твердое тело по отношению к не- 
подвижной системе координат; третья группа дает инвер- 
сию точек пространства относительно начала О [с каждой 
точкой х, у, 2 сопрягаем точку — х, —у, — 2, симметрич- 
ную с нею относительно О (рис. 49)]; наконец, последняя 
группа представляет собой так называемое преобразова- 
ние подобия всего пространства с центром подобия 
в точке О. 

Наши собственные исследования мы начинаем с одной 
особенно простой группы точечных преобразований, кото- 
рая обнимает все названные преобразования как частные 
случаи —с группы аффинных преобразований, 


Рис. 49. 
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1. АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


яется 
литически определ 
еобразование ана ся 
м  - произвольными целыми лин 
тем, ч ИЕ 
ными функциями от Х, У, 2: 
= ахуе Чъ 
у’ = ах вау-са2-Н 4» 
2’ == азх-- бу се 4. 


1 т слов 
лагательное аНи1$, о 

е (латинское при ее 
а очен означает я о 
ое ВОСКОДИТ к Мёбиусу и еще ра и Ни 
Вы ражатЬ что при таком прео р м. 
, соответс - 

1м точкам всегда ее 
Уаено удаленкые точки, т. е. что, о . 
пространства сохраняются а р: а 

р лн 

е, из этих форму Е 
и О онотея бесконечными О и 
— В’л отивоположность этому, при подл о и. 

ых изучению обших проективных преоор 
наше ‹ . 


- йными функ- 
] ’\’ х’ являются дробно-лине - 
а лежащие на конечном рас 


(п 


те 

Е х 2, некоторые, о удален- 

И: а преобразовываются в бесконечн ул т 
стоянии, м видом функций. В физик 


ные в связи с указанны 
аффинные преобразова - 
деформаций, играют ое > 
родный" выражает здесь 
родному“) независимос ть 
мого места в а 
ает о том, чт | 
ВЯ, изменяется форма всякого тела. НЕ 
образование (1) можно, а а 
в пространства на величины 4.:, Ч, о 
о координатным направлениям и и р 
инейното преобразования, уже не содер 
свободных ( постоянных) членов: 
д’ = ал-- вау се, 
у’ = а5х-- бу со, 
2’ == азх--у-Е С35, 


менным положение начала (цен- 


ния, под названием а 
большую роль; слово „одн - 
(в противоположность ПО 
коэфициентов от рассматривае- 
слово же „деформация 
ом Шеобразованчи, вообще 


(2) 


которое оставляет неиз 
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трально-аффинное преобразование) и является несколько 
более удобным для исследования. Мы начинаем рассмо- 
трение этого типа (2) 

1) с вопроса разрешимости системы уравнений (2). 
Как учит теория определителей, вопрос сводится к тому, 
исчезает ли или нет определитель: 


а в С 
А — Я 5 [4 , (3) 
а: 6; Сз 


составленный из системы коэфициентов этого преобразо- 
вания. Первым случаем [А = 0] мы позже займемся особо; 
а пока что будем считать, что А-Е0. Тогда система (2) 
однозначно разрешима, а именно, в форме: 


х=агх Ус, 
и ах’ + Бу’ ст’ 2”, (4) 
&=аз лу’ сь г, 


причем а,',..., сз оказываются разделенными на А мино- 
рами самого этого определителя А. Каждой точке х’, у’ 
2’ соответствует, таким образом, одна и только одна 
точка х, у, 2*), и переход от х’, у’, 2’ их, у, 2 является 
опять-таки аффинным преобразованием. 

2) Теперь можно поставить вопрос о том, как изме- 
няются пространственные образы при этих аффинных 
преобразованиях. Если сперва возьмем плоскость: 


Ах+Ву+С:+0 =0, 


то, вводя выражения (4) для х, у, 2, получаем такое 
уравнение соответствующего образа: 


А’х'+ В’ С''+0' =0, 


где А',..., О’ составляются известным образом из А,...,Р 
и из коэфициентов преобразования. При этом, в силу 1) 
ЕЯ Й 


1) [Это означает, что, в результате применения преобразования (2) 
ко всем точкам Х, у, & „старого“ пространства, окажется заполненным 
(преобразованимми точками Хх’, у’, 2”) все „новое“ пространство, причем 
все пронзойлет „без столкновений“: в каждую новую точку х” у’,2’ по- 
палет только одна старая точка х, у, 2.] ? Е 


порядка: 


$ 
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‘в 

каждая точка второй плоскости получается из некото- 
рой надлежаще выбранной точки первой плоскости; 
следовательно, каждой плоскости соответствует опять- 
таки некоторая плоскость. А поскольку всякая прямая 
является линией пересечения двух плоскостей, то, кроме 
того, каждой прямой должна обязательно соответствовать 
также некоторая прямая; преобразования, обладающие 
таким смбйством, Мёбиус называет коллинеациями, ибо 
они сохраняют” „коллинеарность“ (КоШпеагИА* „солиней- 
ность“) трех точек, т. е. их свойство лежать на одной 
прямой. Таким образом всякое аффинное преобразова-| 
ние представляет обязательно некоторую коллинеацию. 

Исследуя таким же образом поверхность второго 


Ах?+2Вху+Су?+ ... =0, 


а именно, заменяя х, у, 2 их выражениями (4) через я, 
|у’, =, получим тоже некоторое квадратное уравнение, 
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1 |7. е. аффинное преобразование переводит каждую поверх-. 


ность второго порядка снова в подобную же поверх- 
ность и точно также каждую поверхность П-го порядка 
опять в некоторую поверхность того же я-го порядка. 

Особенный интерес будут иметь для нас позже те 
поверхности, которые соответствуют некоторому шару. 
Прежде всего такими поверхностями могут быть, согласно 
предыдущему, только поверхности второго порядка, ибо 
шар является частным случаем поверхности этого вида; 
поскольку же все точки шара расположены в конечных 
| пределах, так что ни одна из них не может после пре- 
| образования оказаться переброшенной в бесконечность, 
`то наши поверхности обязательно должны быть поверх- 
ностями второго порядка, лежащими целиком в конечных 
границах, т. е. эллипсоидами. 

3) Посмотрим теперь, что получается из свободного 
вектора с компонентами 


Х=х—х У=л фу 


Применяя к координатам точек 7 и 2 формулы пре-. 
образования (2), получаем для компонент 


== 2, — 2. 


№ фм. Уи, 7 =2а’[—4 
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соответствующего отрезка 7’ 2’ формулы: 


Х'’=ваХ-+ЬУ+ ай, 

а == ахХ + ВИ с, 

7 — азХ —- в;У + сз7. 

Эти новые компоненты зависят, таким образом, только 

от Х, У, 2, ане от отдельных значений координат лх;, у, 2; 
Хх Уз» 2», т. е. совокупности всех отрезков 72 с одина- 


ковыми компонентами Х, У, Ё соответствует совокуп- 
ность отрезков 7'2’ тоже с одинаковыми компонентами 


ь 


Рис. 50. 


(5) 


Х', У’, 2', или, другими словами: каждому свободному 
увектору соответствует при аффинном преобразовании 
опять-таки некоторый свободный вектор. В этом утвер- 
ждении содержится существенно больше, чем в том, 
что каждой прямой соответствует некоторая прямая. 
А именно, равные и равнонаправленные отрезки на 
двух параллельных прямых изображают один и тот же 
свободный вектор; поэтому и соответствующие им отрезки 
должны изображать один и тот же вектор, т. е. быть 
параллельными, равнонаправленными и равными между 
собой (рис. 50). Каждой системе параллельных прямых 
соответствуют, следовательно, опять-таки параллельные 
прямые, а равным отрезкам на них — также равные (меж- 
ду собой) отрезки. Эти свойства тем более значительны, 
\что вообще, —как нетрудно убедиться, — абсолютная 
‚ддина отрезка и абсолютная величина угла между двумя 
‘прямыми изменяются при аффинном преобразовании. 
4) Рассмотрим теперь два вектора неодинаковой длины 
на одной и той же прямой. Они, как известно, получаются 


: АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 125 
один из другого умножением на некоторый скаляр; т 
скольку же Х’, У’, 2’ являются, согласно формуле ), 
однородными линейными функциями от Х, У, 2, то со 
ответствующие им векторы тоже отличаются один от дру- 
гого как раз только этим самым множителем, а это озна- 
чает, что их длины относятся между собой, как длины 


первоначальных векторов. | 
а результат можно высказать еще и так: две пря- 


мые, связанные друг с другом некоторым аффинным со- 
ответствием, находятся в отношении „подобия“ друг к 
другу, т. е. соответственные отрезки на обеих прямых 
имеют одно и то же отношение. 
5) Наконец, ыы еще объемы двух т 
ных тетраэдров Г = (1, 2, 3, 4) и Т’ = (1’, 2’, 3', 4'). 
Имеем равенство: 
жит 
5 У а 1 
хз Уз 231 
ха У 241 
ах, + Ву | са ах, | 61 | сэ 
ах + вуз СРь азха | Ваз Е Сэ 
= | а.хз + уз + с12ъ аз - буз-Р Са» 
ах + 61Уа | Са?» за + Вуз -[ са 


или, применяя известную теорему об умножении опреде- 
лителей, — равенство: 


бТ’ = 


= 


азха + вау + сз2ь 1 
азха + Взуз Е Се» 1 
азжз + ВзУз | Саб» 1 
азха = ВзУз + Сз2а, 1 


авс: 0] |, У: 21 1 
6Т’= аз 6, сз 09|. ха Уз 21 1 
аз бз сз 0 Хз Уз 2 1 
000 1 | у га 1 


в котором первый множитель есть А, а второй равен 67, 
так что: ПА. Т. 


Следовательно, при аффинных преобразованиях объемы 
всех тетраэдров, а потому и вообще объемы всех тел 
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(как суммы объемов тетраэдров или как пределы таких 
сумм) умножаются на некоторый постоянный множитель, 
а именно, на определитель преобразования А. 

Этих немногих предложений, которые мы получили из | 
аналитического определения аффинного преобразования, | 
достаточно для того, чтобы составить себе вполне нагляд- 
ное геометрическое представление об этом преобразовании. 

При этом нам удалось получить упомянутые предло- 
жения проще, чем это обычно делается, благодаря тому, 
что мы могли воспользоваться понятием о векторе, кото- 
рое в данном случае яв- 
ляется самым подходя- 
щим — вспомогательным 
средством. 

Наиболее отчетливую 
геометрическую картину | 
аффинных преобразова- 
ний можно — получить, 
если за исходный пункт | 
взять шар в простран- 
стве А координат х, у, 5; 
этому шару в пространстве К’ координат х', у’, 2’ будет | 
соответствовать, как мы видели, некоторый эллипсоид. | 
Если станем рассматривать какую-нибудь систему парал- | 
лельных хорд шара, то им, согласно пункту 3), должны 
соответствовать также взаимно параллельные хорды эл- 
липсоида (рис. 51). Далее, в силу подобия соответствен- 
ных рядов точек (см. пункт 4), серединам хорд шара так- | 
же соответствуют середины хорд эллипсоида, а так как 
первые лежат в одной (диаметральной) плоскости (шара), 
то вторые, в силу основного свойства 2), также должны 
лежать в одной плоскости, которую называют диамет- 
ральной плоскостью эллипсоида. Но, как известно, все 
диаметральные плоскости шара проходят через его центр 
М, который делит пополам каждую проходящую через 
него хорду (диаметр шара); поэтому соответствующая 
точка /М’ (центр эллипсоида) лежит на всех диаметраль- | 
ных плоскостях и делит пополам’ каждую проходящую 
через нее хорду (диаметр эллипсоида). С: 

Далее, является важным установить, — что соответст- 
вует системе из трех взаимно перпендикулярных диамет- 


А' 


Рис. 51. 
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ральных плоскостей шара. Последняя имеет, очевидно, 
то характеристическое свойство, что каждая из таких 
трех плоскостей делит пополам хорды, параллельные ли- 
нии пересечения двух других плоскостей. Это свойство 
сохраняется при аффинных преобразованиях, а поэтому 
каждой из бесконечного множества троек взаимно пер- 
пендикулярных диаметральных плоскостей шара соответ- 
ствует по такой тройке диаметральных плоскостей эллип- 
соида, что хорды, параллельные линии пересечения 
каких-либо двух из этих плоскостей, делятся третьей 
плоскостью пополам. Такие три плоскости называют 
тройкой сопряженных диаметральных плоскостей, а их 
три линни пересечения—тройкой сопряженных диаметров. 

Но каждый эллипсоид имеет, —- конечно, здесь я могу 
считать это известным, —- три так называемые главные 
оси, т. е. тройку сопряженных диаметров, из которых 


| каждый перпендикулярен к двум другим. Им соответ- 


ствуют в Ю согласно предыдущему в силу нашего аф- 
финного преобразования три взаимио перпендикулярных 


диаметра шара. 


Для простоты принимаем, что центры эллипсоида и шара 
являются началами координат в А” и соответственно в К, 
а затем надлежащим вращением делаем обе ортогональ- 
ные тройки осей осями х’, У’, # в К’ и соответственно 
осями х, уе в А; при этом можно представлять себе по 
желанию, что вращается либо пространство, либо система 
координат. Во всяком случае, обе эти операции изобра- 
жаются особым, подробно рассмотренным раньше типом 
линейных однородных подстановок координат, а поскольку 
последовательное применение нескольких линейных одно- 
родных подстановок всегда равносильно одному преобра- 
зованию того же типа, то и в новых координатах урав- 
нения наших преобразований, переводящих А в КЮ’, также 


имеют формулу (2): 
х'=ах- Ву сле, 
У == ах + у + с7, 
2’ == азх-|- ву - сз. 


Но при нашем выборе новых систем координат х-0си 
соответствует х’-ось, т. е. при у===0 всегда будет 
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также и у’=2’=0, откуда следует, что аз = аз== 0; 

совершенно также находим, что $1 = 63 == С, = Ср == 0. 
Поэтому каждое аффинное преобразование, если не 

считать надлежащим образом выбранных вращений, пред- 

ставляет собой не что иное, как так называемое „чистое 

аффинное преобразование“ (геше АНшИа$: 


(6) 


(причем А ==20) 


или, как говорят физики, чистую однородную деформа- 
цию (по-английски риге (га). Содержание этих уравне-. 
вий поддается, очевидно, самой простой геометрической 
интерпретации. А именно: пространство растягивается (или 
соответственно сжимается, если |} <!) в направлении 
х-оси в ^ раз и, кроме того, еще зеркально отобража- 
ется (около плоскости уг), если Х<0; точно так же про- 
исходит р-кратное и соответственно у-кратное растяжение 
(сжатие) в двух других коордннатных направлениях; 
мы можем, поэтому, кратко охарактеризовать чистое 
аффинное преобразование как равномерное растяжение 
(сжатие) пространства по трем взаимно перпендику- 
лярным направлениям и получаем, таким образом, гео- 
метрическую картину, нагляднее которой едва ли можно 
требовать. 

При введении косоугольных координат все принимает 
еще более простой вид. А именно, в пространстве Ю вы- 
бираем, не изменяя положения начала, какую-либо про- 
извольную прямо- или косоугольную систему осей х, у, 
= и принимаем три прямые в К’, аффинно сопряженные 
с этими осями, за оси некоторой, вообще говоря, ко- 
соугольной системы координат х, у’, 2’ в Ю'. А так как 
формулы перехода от прямоугольных К косоугольным 
параллельным координатам (при неподвижном начале) 
являются, как известно, линейными однородными урав- 
нениями формы (2), и, с другой стороны, сочетани 
нескольких таких подстановок приводит снова к подста’ 
новкам того же типа, то уравнения аффинного преобра 
зования и при употреблении установленных только чт 
косоугольных координат дояжны иметь форму (2). Н 
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согласно нашему выбору координатных осей эти уравнения 
должны переводить три оси системы А в оси системы К", 
из чего, повторяя буквально приведенные выше рассуж- 
дения, мы можем заключить, что эти уравнения действи- 
тельно сводятся к полученной под конец форме (6). 
Итак, при применении (косоугольных) параллельных 
координат, отнесенных к двум соответственным тройкам 
осей, уравнения аффинного преобразования сами собой 
п эту простую специальную форму (6). 
связи с этими рассуждениями можно получить очень 
изящное решение задачи о нахождении механизма, поз- 
воляющего производить аффинные преобразования. Эту 
задачу я поставил в зимнем семестре 1908/09 г. во время 
чтения курса механики. Наилучшее решение как с точки 


зрения основных идей, так и в смысле целесообразности 
технического устройства механизма, дал Ремак (К. Кетак). 
Основным кинематическим элементом, использованным 
Ремаком, являются так называемые „нюрнбергские нож- 
ницы"; это — цепь шарнирно-связанных стержней, обра- 
зующих ряд подобных друг другу параллелограмов. 
Вершины 5%, 5 5»... общие каждым двум таким сосед- 
ним параллелограмам, описывают, при всех деформа- 
циях этой шарнирной системы, на общей прямой # этих 
точек, т. е. на общей диагонали всех параллелограмов, 
подобные ряды точек (рис. 52). 

Если из трех таких ножниц составить треугольник, 
соединяя их шарнирно в каких-нибудь вершинах 5, то 
система точек, образованная из всех шарнирных точек 5, 
будет преобразовываться аффинно при всяком изменении 
всей шарнирной системы; к этому можно непосредственно’ 
прийти, принявши диагонали двух из этих ножниц за 
оси косоугольной системы координат (рис. 53). 


$, Клейн. 9 


Элементарная математика. 
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Другие точки, которые одновременно подвергаются | 


тому же аффинному преобразованию, получают, поме- 
щая между какими-либо двумя шарнирными точками 
треугольника еще одни ножницы того же рода и рассмат- 
ривая их шарнирные точки (на рисунке эти ножницы 
обозначены их диагональными 
прямыми). Следуя этому прин- 
ципу, можно построить самые 
разнообразные плоские, а также. 
и пространственные модели аф- 
финно-изменяемых систем 1), 

Я не буду здесь заниматься 


 \ \ ` \ 
о м 
/ \ \ \ \ 
6-->-->--\-->_-\ ств аффинных преобразований, 
. а покажу лучше, где эти преобра- 
Рис. 53. зования могут найти себе при- 
я менение. 

Начну с примера, который покажет каким они яв- 
ляются замечательным вспомогательным средством для 
вывода новых геометрических теорем; а именно. рассмот- 
ренное выше аффинное преобразование шара в эллипсоид 
дает возможность получить из известных свойств шара 
новые предложения об эллипсоиде. Например, при по- 
строении каких-нибудь трех взаимно перпендикулярных 
диаметров шара и проведении через их концы шести 
касательных плоскостей, получается описанный около 
этого шара куб с объемом ./= 8/3, где ’— радиус шара. 

Наше аффинное преобразование переводит, очевидно, 
каждую касательную плоскость шара в некоторую каса- 
тельную плоскость эллипсоида. Поэтому при помощи 
упомянутых предложений находим, что каждому такому 
кубу, взятому в пространстве А, соответствует в про- 
странстве А” некоторый описанный около эллипсоида па- 
раллелепипед, грани которого касаются эллипсоида в кон- 
цах трех взаимно сопряженных диаметров и параллельны 


21) Ряд подобных моделей выпущен фирмой Мартина Шиллинга 
в Лейпциге (Маги Зе ВИИпе ш -е1райв). Ср. Е. К!ет ипа Рг. $сВНИпя, 
Мо4.Пе аш Пагз!еНипр аШплег Тгапзюгиа!опел т Чег ЕБепе ипа Пи 
Каите (Модели для изображения аффинных преобразовакий на плос- 
кости и в пространстве) в журнале „бейзсшгИ Яг МашештаЧк ила 
Рвузк", Ва. 58, $. 811, 1910. 


дальнейшим разбором всех свой- | 
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Тоответствующим диаметральным плоскостям и ребра ко- 
Горого соответственно параллельны этим трем диаметрам. 
[Аналогичное свойство имеем на плоскости для круга и 
Ьллипса, ср. рис. 54.) Это рассуждение можно, очевидно, 
[разу же обернуть: каждому параллелепипеду указанного 
ода, описанному около эллипсоида, соответствует неко- 


Рис. 54. 


орый куб, описанный около шара, ибо трем’ взаимно 
копряжейным диаметрам эллипсоида соответствуют три 
взаимно перпендикулярных диаметра шара. Но нам из- 
зестно, что при аффинном преобра:овании каждый объем 
‘умножается на определителя А подстановки: поэтому для 
‘объема всякого параллелепипеда указанного типа, опи- 
санного около эллипсоида, имеет место формула: 
ТЕЛА =8т. А. 

Она не зависит, очевидно, от того, как расположен 
наш параллелепипед; этот параллелепипед имеет, таким 


образом, всегда один и тот же постсянный объем, неза- 
Я от того, к какой тройке сопряжени:х днаметров 


он отнесен. В частности для тройки главне х осей, обра- 
зующих друг с другом прямые углы, получаем прямо- 
|угольный параллелепипед, объем которого, очевидно, ра- 
|вен 8 абс, если 2а, 28, 2с— длины главных осей. Этим 
ыы определили указавный постоянный объем, после чего 
|наша теорема гласит окончательно так: все параллелепи-, 
|педы, описанные около (полученного из шара) эллипсонда; 
|грани которых параллельны трем взаимно сопряженным 
'диаметральным плоскостям, имеют один и тот же объем 
|У = Зафс, где а, 6, с длины главных полуосей. 

' Для доказательства общеприложимссти этой теоремы 
|ко всякому эллипсоиду остается еще уяснить себе, что 
| я 
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всякий эллипсоид можно получить из шара путем неко 
торого аффинного преобразования. Шо это сразу полу- 
чается из формы (6) уравнений аффинного преобразо- 
вания; а имечно, из этих уравнений видно, что оси эллип- 


соида, полученного из шара, относятся как ).: ш:у, приче р 
чами, 


А, в, »— три произвольных числа, 


экватор 
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твительности; ибо на самом деле, как мы сейчас увидим, 
всегда должно изображать в виде эллипса. ; 
Принцип геометрически правильного черчения заклю- 


чается в том, что фигуру, которую следует изобразить, 


ектируют на плоскость чертежа прямолинейными лу- 


исходящими из одной точки. Е 
соотношения 


= * Ограничиваясь этим маленьким примером применений Наиболее простые ре 
аффинных преобразований в теоретической геометрин получаются в том случае, . р 
: я желаю с тем большей|представляют себе этот центр про Е 
силой подчеркнуть, что|ектирования удаленным я и 

аффинные преобразова-|нечность, т. е. когда изображе 
ния имеют колоссальное выполняют при помощи параллель- 
|ной связки лучей; это и является 


значение также и на прак- 
тике. 

Обращаясь прежде 
всего к потребностям 
физиков, упомяну, что 
аффинные преобразова- 
ния играют основную 
роль в теории упругости, в гидродинамике, вообще 
в каждой отрасли механики непрерывных сред. Конечно, 
мне вряд ли приходится объяснять это подробнее. Кто 
хоть Немного занимался этими дисциплинами, тот доста- 
точно хорошо знает, что там всякий раз, когда ограни- 
чиваются изучением достаточно малых элементов про- 
странства, приходится иметь дело с однородными линей-! 
ными деформациями. | 

Зато я остановлюсь здесь более подробно на воп- 
росе о применении к правильному черчению, необходи- 
мому как для физиков, так и для математиков. Действи- 
тельно, коль скоро речь идет о параллельном проекти- 
рованнии, то в основе всегда лежат только аффинные 
преобразования пространства. К сожалению, в этой об- 
ласти правильного черчения поразительно много грешат; 
как в математических книгах при изображении простран-\ 
ственных конфигураций, так и в книгах по физике при 
изображении аппаратов вы можете майти совершенно 
невероятные ошибки. Особенно часто бывает, — я привожу 
только один пример, —что при изображении шара эк- 
ватор чертят в форме двуугольника из дуг круга (рис. 55, 
слева). Это, конечно, является полным извращением дей- 


_—_ 


Рис. 55. 


тем случаем, который нас здесь 
интересует. 
яснения относятся к области начер- 
тательной геометрии. Я ни в коем 
случае не думаю систематически 
здесь ее излагать, а хочу только 
показать вам, какое место она за- . 
нимает в общем здании всей геометрни. Поэтому я также 
не всегда буду иметь возможность входить в. подроб- 
ности доказательств. 


Впрочем, эти разъ- ` 


ах 
Рис. 56. 


Начнем с исследования изображения плоской фигуры, 


т. е. с проекции одной какой-нибудь плоскости Е на дру- 
гую плоскость Е’ при помощи параллельной связки лу- 


чей. Для этого начало координат О помещаем на линии 
пересечения плоскостей Еи Е’ (рис. 56) и направляем 
вдоль этой последней х-ось; у-ось проводим произвольно 
на плоскости Е через О, например, перпендикулярно 
к х-0си, и определяем у’-ось как проекцию у-оси на пло- 
скость Е’ получаемую при проектировании указанной 
выше связкой параллельных лучей, так что на плоскости 
Е’ получаем некоторую, вообще говоря, косоугольную 
систему координат. Тогда координаты двух соответствен- 
ных точек на Ен Е’ оказываются связанными такими 
соотношениями: т 
=, 
о 


где А константа, зависящая от заданного 


+. г: 
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псложения плоскостей и связки параллельных лучей: 
таким образом, мы действительно имеем здесь а 
саффинным преобразованием. Доказательство этих уравне- 
ний является настолько простым, что мне едва ый при- 
ходится на нем задерживаться. Отметим, что эти аае 
ния имеют по сравнению с общей формой (6) у лещий 
аффинного преобразования то упрощение, что ). = 1 ть 
ты Х’-=х. Причина этого, конечно, в том, что х-ось 
тЫ Я оригинальной и картинной 

з что на ней кажда: 
своим изображением. Можно те. олчитЕ ВВ Ще 


Рис. 57. 


и а И отображения, специализируя 
ости все теоремы, выведенн 
для пространства; так, напри : Е оное 
Ь ример, каждой 
на Е соответствует эллипс на ЕТ т. Ро а 
в р представляется вполне естественным задать 
ая м ре любые две плоскости А, Е’ 
анным аффинным соответств 'рас- 
ием, так рас- 
ПЖ друг относительно друга, чтобы одна из Е | 
Би ео. а некоторого параллель- 
ания. Для решения этого в 

опроса будем 

исходить из произвольной т 

окружности на Е и со 
ствующего ей эллнпса на Е” ( я бы 
вместо них мы могли б 
также воспользоваться каки .. 
ми-нибудь двумя соот 
ными эллипсами). Центру М о 
р ок ности 
т М’ эллипса (рис. 5. ее а. 
к и теперь эту окружность из плоскости Е 
а а Е’, совмещая ее центр с точкой М’; тогда 
либо пересечет эллипс в четырех точках, либо не 
г. 


`АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 135 


будет иметь с ним ни одной общей точки. Промежуточ- 
ный же случай касания мы, ради простоты, оставляем 
здесь без рассмотрения. 

В первом случае, показанном на рисунке, рассматри- 
ваем оба диаметра эллипса А’А, и В’В;, которые про- 
ходят через упомянутые четыре точки пересечения, лежа- 
щие на плоскости В; им соответствуют, в силу нашего 
аффинного преобразования, два диаметра АА, и ВВ, 
окружности на Е, которым они еще сверх того равны по 
построению. Поэтому вообще соответственные отрезки 
на прямых АА, и А’Аг, а также на прямых ВВ, и В'В!' 
оказываются равными, согласно общему свойству аффин- 
ных отображений (пункт 4, стр. 124). 

Совмещая теперь плоскость Е с Е’ так, чтобы точка М 
упала на /М’ д, чтобы совпали прямые одной из назван- 
ных пар, например, чтобы АА, совпала с А’А,' и выводя 
затем плоскость Ё за пределы Е’ в пространство враще- 
нием вокруг этой прямой, как вокруг оси, получаем не- 
которое аффинное преобразование обеих плоскостей, 
при котором каждая точка линии пересечения соответ- 
ствует себе самой. Тогда легко можно показать, — Я 
опять-таки не останавливаюсь на подробностях доказа- 
тельства, — что все прямые, попарно соединяющие соот- 
ветственные точки, параллельны между собой, каков бы 
ни был угол, образованный этими плоскостями, т. е., 
что аффинное преобразование плоскостей действительно 
может быть произведено параллельным проектирова- 
нием. 

Если же наш круг не пересекает эллипса, т. е. если 
его радиус меньше малой или больше большой полуоси 
эллипса, то оба общих диаметра становятся — на языке 
анализа — мнимыми, для чертежника же они вообще не 
существуют и все построение оказывается невозможным. 
Тогда, если все же желательно установить это соответ- 
ствие при помощи некоторого параллельного проектиро- 
вания, не остается ничего другого, как прибегнуть к пре- 
образованию подобия и увеличивать илн уменьшать наш 
круг до тех пор, пока не получится предыдущий случай; 
такие преобразования подобия и без того всегда упот- 
ребляют при скиццировании изображений (картин), как 
„перечерчивание картины в другом масштабе“. В резуль- 
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подобия 
проектированием. 
Гораздо более интересной и важной, чем это ото- 
бражение одной плоскости на другую, представляется 
проблема отображения всего пространства на плоскость 
посредством параллельного проектирования, проблема, к 
которой мы теперь переходим; при этом во избежание мно- 
гословий условимся заранее всегда 
или уменьшение изображения при помощи преобразова- 
ния подобия. Таким образом возникает тот способ изо- 
браження, который в начертательной геометрии называют 


важная роль. 
почти что 


фотография является центральной 
аксонометрия применяется прежде 
всего почти всегда в тех случаях, когда хотят, изобразить 
пространственные геометрические фигуры, физические 
аппараты, архитектурные детали н тому подобное. 

Весьма интересные примеры всевозможных таких аксо-. 
нометрических изображений, которые можно непосред- 
ственно использовать и в преподавании, вы найдете 
в „Руководстве по учению о проектировании“ Мюллера 
и Пресслера 1); там, например, можно видеть, как аксоно- 
метрически правильно изображают тангенс-гальванометр, 
барабанный якорь, самого различного рода кристаллы 
или, чтобы привести примеры из совершенно другой обла- 
сти, — из биологии, — клеточную ткань, улей и многое 
другое, 

Разрешите мне теперь сразу же высказать то пред- 


‚ ложение, которое связывает эту аксонометрию с нашими 


предыдущимн рассуждениями об аффинных преобразова- 
ниях: отображение пространства на плоскость посред- 


о 
1) ТеШаеп 4ег Рго]екНопз!енге уоп С. Н. Мег иоа О. Ргез$ег 
(„Сбопник упражнений по стереометрическим построениям“), Лейп- 


циг 1903, 
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ством параллельного проектирования и пре равонания й 
аналитически изобр 

подобия (аксонометрия) 

ва аффинного преобразования с равным нулю 


определителем: 


х=ал в у-+ае мара о 
у’ =ах- 8 у- с»е, причем А = ас . 
2’ = ах - В у- с32 аз 8 Св 
Это как раз тот исключительный ыы 
которого мы в свое время отложили на ба 
ны эти „вырождающиеся 
дите, насколько важ и 
лению, очень часто и совер 
зования, хотя их, к сожа Г а 
яют без внимания. Далее, 
несправедливо оставл и 
‘ кже и следующее обр 
вается справедливым та ‹ и 
; одстановка с опред 
ение: каждая такая п 
пе дает некоторое а 
` тобы не все коз 
При этом необходимо, что те 
е все составленные из н 
подстановки и даже н ее 
` 8 вны нулю, ибо, в пр 
торого порядка былин ра 
се ПОЛЛИ бы дальнейшие вырождения, Сре 
я могу здесь пропустить, поскольку они легко могут бы 
исследованы по указанному ниже образцу. Е 
Для доказательства нашего утверждения, у Е 
прежде всего в том, что все точки х’, у’, <’, и ель 
из (1) (для произвольных х, у, ®), а. ния 
й в том, что 
в одной плоскости, т. е. . : 
Е а №, Ко К» Для которых выполняется тожде 


ственно относительно х, у, х равенство: ” 
| ’ 
тех Е ВУ + №ь2' =0. ( 


В самом деле, это тождество эквивалентно в у (1) 
такой системе трех линейных однородных уравнений: 
так 


7 и: + А-а -- Аз@з == 0, 
а В 
Ааси + Ё,сь - Азсз == 0, 


а эти последние, как известно, Е а. 

азом как раз я 

Ал: Ао: однозначным обр ‚ 

когда ие в нуль определитель А из Е, 

тов, но без обращения в нуль всех его девяти миноров.- 
’ 


(1) 


(2'} 
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Поэтому все точки изображения х’, у', г’ дейстзительно ле- 
жат в одной плоскости (2), определяемой уравнениями (92°). 
Выберем теперь в пространстве А’ такую новую пря- 
моугольную систему координат, чтобы плоскость (2) 
превратилась в х’-У-плоскость (2’ == 0). Тогда каждой 
точке пространства Ю должна соответствовать не‹оторая 
точка в плоскости 2’ =0, и уравнения нашего аффинного 
преобразования !) необходимо должны иметь в новых 
координатах такой вид: 


А ЕЕ | 
у’=А»ьх + Вьу + С,2, ) 
2’ == 0. | 


При этом шесть постоянных А,,..., С. совершенно про- 
‘извольны, ибо, ввиду особой формы последней строки, 
определитель нашей подстановки всегда равен нулю; не 
должны только одновременно обращаться в нуль все три 
минора (т. е. не должно быть А, : В, : С: = А, : Ву: С.), так 
как в противном случае имело бы место дальнейшее 
вырождение, которое мы исключили из рассмотрения 
с самого начала. 

Доказательство того, что определенные таким образом| 
аналитические отображения пространства Ю на х’-у’-| 
плоскость Е” действительно совпадают геометрически 
с определенными выше аксонометрическими проекциями, 
я разобью на несколько отдельных шагов, выводя одно- 
временно главные свойства этого отображения (3), по- 
добно тому, как я поступал ранее (стр. 121 и сл.), изучая 
аффинные преобразования ‘с не равным нулю опре- 
делителем. : 

1. Прежде всего ясно, что каждой точке х, у, 2 из Ю 
однозначно соответствует некоторая точка х’, у’на А". 
Наоборот, если задать какую-нибудь точку х’, У’ на Ё", 
то уравнения (3) будут выражать, что соответствующая 
точка х, у, = из Ю лежит на двух определенных плоско- 
стях, коэфициенты которой, согласно нашему предполо- 


2) [Выражая новые координаты (в А’) через старые (там же) с сохра- 
нением начала и всгавляя вм2сго старых координат выражения (1), най- 
дем, что новые координаты связаны с координатами х, у, 2 тоже неко- 
торым аффинным преобразованием без свободных членов. | 


(3 
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жению, не пропорциональны и которые поэтому имеют 
собственную (т. е. не бесконечно удаленную) линию пе- 
ресечения; все точки этой прямой должны в м 
преобразовании соответствовать заданной точке а 
При изменении Хх’, у’, каждая из этих двух плоскост 

перемещается параллельно самой себе, ‘ибо КОБфианенты 
А,, Вь С, и соответственно А» В», С, остаются неизмен 
ными. Следовательно, линия пересечения также остается 
параллельной самой себе, н мы приходим к тому резуль- 


| тату, что каждой точке плоскости Е’ соответствуют все 


совокупность па- 
точки одной из прямых, составляющих 
раллельных прямых в А. Этим уже намечена связь на- 
шего отображения с параллельным проектированием про- 
странства. 

то, Точно так же, как и врубрике 3 (стр. 123), в случае 
общего аффинного преобразования, найдем теперь фор- 

у. Е’, соответствую- 

мулы для компонент х’, у’ отрезка на Ё', 
‹цего свободному вектору Х, У, 2 из К: 


МАХ ЬВУНаЕ. 
У’ =А,Х - В. У- Сай, 
2’ = 0, 


Это опять-таки означает, что каждому свободному век- 
тору из А соответствует некоторый свободный вектор 
Х’, У’ на картинной плоскости или, точнее: если в про- 
странстве А перемещать некоторый отрезок параллельно 
ему самому, сохраняя его величину и направление, то со- 
ответствующий ему отрезок на плоскости Е’ также бу- 
дет перемещаться параллельно самому себе, сохраняя 
ю длину и направление. 

Е - и рае единичный вектор Х =1, 
У=йЙ=0 на х-оси, идущий от точки 0, 0, 0 к точке 
1, 0, 0. Ему, согласно (4), соответствует на Е” вектор: 


Х’=А, У'=Аь 


идущий от "начала О’ к точке с координатами А,‚, А.. 
Подобно этому, единичным векторам на у- и 2-осях 
соответствуют два вектора, идущие‘от О' к точкам с коор- ^ 
динатами В,, В, и соответственно С, С.. Эти три век- 
тора на плоскости Е’, — обозначим их кратко через (А), 


(4) 
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(В), (С) (рис. 58), — могут быть выбраны совершенно про- 
извольно, ибо координатами своих концов они как раз 
и определяют упомянутые выше шесть произвольных па- 
рамегров аффинного преобразовакия (3), так что этими 
векторами вполне определяется наше отображение; нужно 
только, чтобы все эти три вектора не попали на одну и 
ту же прямую, причем мы ради простоты предположим, 
что также никакие два из них не лежат на одной прямой. 
Три единичных вектора, ЛЕЖаИЬ А координатных осях 
РИ пространства ©, имеют своими 
изображениями на РЁ’, — таков 
6 № наш результат -— три произволь- 
ных вектора, исходящие из на- 
чала О’, которые, со своей сто- 
НЫ определяют рас- 


0 
сматриваемое-“аффинное преоб- 
Рис. 58. разование. ь 


4. Чтобы установить отображение пространства на 
плоскость по данным векторам (2), (В), (С) также и гео- 
метрически, будем сперва исходить из какой-нибудь точ- 
ки р (Хх, у, &=0) х-у-плоскости; вектор, идущий от О 


(А) 


у 


0» 

/ 

/ 
Юй можно получить, умножая едимичный вектор х-оси 
а скалярное число х, единичный вектор у-оси — на 
и У и складывая и два вектора’ (рис. 59) 
и построение сразу же можно перене: тн на РЁ”, ибо 
шение межлу х-у-плоскостью” и Е’ является 
очевидно, обыкновенным двумёрвым аффинным соответ: 
р (с не равным нулю определителем). Итак, мы по- 
А —. р: почки р; умножая скалярно вектор 
и р (В) ва у и складывая полученные про- 
ия по правилу параллелограма (рис. 60). Таким 


< #9) Е) 


Рис; 50. 


Рис. 60. 
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образом мы можем построить отображение на плоскость 
Е’ каждой точки х-у плоскости, а значит и отображе- 
ние по точкам всякой фигуры на ней. 

5. Перенося эти рассуждения на произвольную точку 
пространства А, нетрудно притти к такому результату 
(рис. 61): изображение р’ точки р с координатами х, у, 
2 получается посредством векторного сложения (по пра- 
вилу параллелограма) векторов (А), (В), (С), предвари- 
тельно помноженных, соответственно, на х, у, 2. В силу 
коммутативности сложения, это построение может быть 
выполнено 1-2-3 =6 различ- 
ными способами, так что точ- 
ка р’ ифлучается как конец 
шести различных ломаных, со- 
стоящих из’ соответственно 
параллельных и равных отрез- 


ков. Образованная ими фигура \* 

(рис. 61) является, очевидно, 

отображением принадлежаще- др Г 
го пространству К паралле- Я 
лепипеда, ограниченного тремя 

координатными плоскостями и Рис. 61. 
тремя им параллельными плос- 
костями, проходящими через точку р. Мы уже с юности 
привыкли сразу же воспринимать подобные плоские фи- 
гуры, как изображение пространственных фигур, в 0с0- 
бенности, когда такому представлению помогают путем 
утолщения спереди лежащих ребер. Эта привычка на- 
столько сильна, что указанное изображение параллелепи- 
педа кажется почти тривиальным, тогда как в действи- 
тельности оно представляет собой чрезвычайно примеча- 
тельную теорему. 

6. При помощи этого последнего построения можно 
дать на плоскости Е” изображение всякой пространствен- 
ной фигуры, т. е. всех ее точек. Я рассмотрю только 
одии пример. 

Имея шар с радиусом единица и с центром в начале 
О, рассмотрим прежде всего те окружности, по которым 


он пересекает координатные плоскости. Например. окруж-. 


ность пересечения шара с х-у-плоскостью имеет свои- 
ми сопряженными, т. е. взаимно перпендикулярными, 


> 
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радиусами единичные векторы на х- и у-оси; поскольку 
же имеет место аффинное соотношение, то этой окруж- 
ности соответствует некоторый эллипс (рис. 62), для ко- 
торого точка О’ служит центром, а векторы (А) и (В) 
сопряженными полудиаметрами, так что этот эллипс впи- 
сан в параллелограм, построенный на векторах 2 (А) 
и 2 (В). Точно так же и эллипсы, соответствующие двум 
другим окружностям пересечения, имеют своимн центра- 
ми точку О’, а векторы (В) и (С) и соответственно (А) 
и (С) сопряженными полудиаметрами. 

7. Составив себе, таким образом, полную картину при- 
роды этих аффинных соответствий (3) с равным нулю 
определителем, мы должны еще 
сделать последний, решающий 
шаг в наших исследованиях, 
а нменно: показать, что упомя- 
нутые аффинные соответствия 
действительно возникают при 
аксонометрическом проектиро- 
вании так, как мы это утвер- 
ждали выше. Здесь главную 
роль играет так называемое 
фундаментальное предложение 
аксонометрии Польке, которое 
К. Польке (К. Роке), профес- 
сор начертательной геометрии в строительной академии 
в Берлине, открыл в 1853 г. и опубликовал в 1860 г. 
в своем Учебнике начертательной геометрии 1). В одной 
своей работе 1863 г. Шварц?) (Н. А. ЗсВуаг2} впервые 
опубликовал элементарное доказательство этого предло- 
жения н одновременно подробно описал интересную 
историю его открытия, которую вам следовало бы там 
прочитать. . 

Сам Польке определяет аксонометрию не аналитиче- 
ски, а геометрически, — как изображение пространства 
параллельными лучами (связанное еще, в случае необхо- 
днмости, с некоторым преобразованием подобия); его 


Рис. 62. 


1) „ТепгБисн ег Чаг{еПеп4еп Ссоше!е*, в 2 частях, 4 изд., Берлин 
1876. Рассматриваемое предложенне нахолится в 1т., стр. 109. 

*) „]ошпа! Гаг @е гете ипа апдемане Машетайк“, Ва.,63, $. 309, 
СеззатшеНе та!шетаНз. Не АБпапЧ преп, Вч. 11, $.1, Вет 1890. 
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еорема утверждает тогда, что при таком изображении 
днничные векторы (исходящие из начала) на координат- 
ых осях пространства могут перейти в три произ- 
ольных вектора на плоскости Е’, проходящие через 
очку О’. В том, что наше отображение, определенное 
налитически, действительно приводит к таким трем про 
звольным векторам, мы смогли легко убедиться в руб- 
нке 3; для нас поэтому более глубокий смысл предло- 
ения Польке заключается в том, что наше отображе- 
тие (3) (стр. 138), определенное аналитически, может 
ыть получено геометрически путем паралле ного 
проектирования и изменения масштаба, причем парал 
ельные прямые, упомянутые в рубрике 1, оказываются 
тирующими лучами. 
я а бы ще наметить здесь приблизительный 
од прямого аналитического доказательства формулиро- 
анного таким образом предложения. Направляя наше 
знимавие на два семейства параллельных плоскостей 


остранства А: о 
р Ах В, + СИИ 
Ах +Взу+ С. =1 


где & ч— переменные параметры), замечаем, что каждая 
пара значений & я определяет одну из названных парал- 
лельных прямых. Если бы нам удалось поместить в про- 
странстве Ю картинную плоскость Е’, а на ней такую 
прямоугольную систему координат х’, у’с подходящим 
масштабом, чтобы каждый луч &, 1, пронизывал эту 
картинную плоскость Е’ в точке Х’== У ==1, тогда 
отображение (3), действительно, было бы геометрически 
‚осуществлено желательным образом. й 
Но для этого, прежде всего, плоскости $ =0, 1 = 
должны пересекать упомянутую плоскость Е по коор- 
хннатным осям Оу ин соответственно О’х’ т. е. то 
взаимно перпендикулярным прямым; обозначим через 1, 
', углы (определяющие положение плоскости Е) между 
прямой & = = 0 (рис. 63, и каждой из этих осей, о 
рез а (известный нам) угол между плоскостями Ё =0, 
== 0; тогда по известной из сферической тригонометрии 
теореме косинусов, примененной к трехгранному углу, 
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образованному плоскостями О а 
угла между прямыми О’х’, О’у’ оказывается равны 
С03 8, -с03 В, +- зп № - 311 0, -С0$ 9; следовательно, этот у 
будет прямым в том случае, если 


Че 8, - с 9, = — сова, 
Но каждая плоскость Ах + В,У- С, = { пересекает Е 


по прямой х" 
ней с х’-осью, то соответствующее значение х’ оказы 


вается равным О’О’, с точносгью до подлежащего еще 
масштабного 
множителя ). системы коор- 


определению 


динат на Е”; опуская пер 
пендикуляры 0’5, 
плоскость 


чаем: 

| к: 
эт $, ' 
()’$ 
та? 


0'9’= 
9’ = 


Рис. 63. 


—. 


метрии в пространстве, то окончательно имеем: 
=. ОА - 
У 2: +81 +1 свт 8-5 а 


Совершенно аналогично получаем выражение для ко- 
и 
ординаты у точек, лежащих на линии пересечения пло- 
скости Ах +- Ву | С: == с плоскостью 2”. 


У =А.— и —@ 
. ИА + 814 с $ 9-5 < 


Для того же, чтобы каждый луч, определяемый любой 
парой значений параметров & т, пересекал, согласно 


(а) 


== с013{; если О’— пересечение этой послед- 


О’Ю на 
исоответственно 
на прямую &=1=0, полу- 


апоскольку О '5, каккратчай- 
шее расстояние между плос- 
костями А, х-+ В,у+ Са =0 
и А, х- Ву С,2 = легко 
вычисляется по известной формуле аналитической гео-| 
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нашему желанию, плоскость Е’ как раз в точке х’ =, 


У’==1, необходимо, чтобы: 


х = ИА В? + С. тв, зто = 


= ИА! - ВЕ С-З 9, -5шо, (5) 


откуда для 9;, 9, получается второе уравнение: 
п 8: ИА? + В - С: = 9 8.. УА? + В + С: (с) 


Очень простое вычисление показывает, что уравнения 
(а), (с) дают для сш, с 9», только одну пару действи- 
тельных решений, определенных с точностью до знака +; 
другими словами, имеется только одно по существу (т.е. 
не считая симметричного с ним по отношению к плоско- 
сти, одновременно нормальной к плоскостям Ё = 0, т == 0) 
положение плоскости Е”, для которого реализуется аксо- 
нометрическое аффинное соответствие х’ == у’==/, коль 
скоро масштаб для прямоугольной системы координат 
на Ё’ выбран сообразно равенствам (Ъ). Весь этот ход 
идей можно еще больше геометризировать, если исходить 
из того условия, что точки-единицы на х- и у-осях (т. е. 
ТОЧКИ С Х’==1 и соответственно с у’=1) должны попасть 
на прямые & =1, ч=О и Ё=0, ц=1. Тогда наша задача 
принимает такую форму: найти плоскость Е’, которая 
пересекла бы заданную трехгранную призму по прямо- 
угольному равнобедренному треугольнику. 

После этого подробного изложения едва ли является 
необходимым долго останавливаться на также уже выска- 
занном выше обратном утверждении: каждая аксономет- 
рическая проекция представляет некоторое аффинное 
преобразование с исчезающим (нулевым) определителем. 
В справедливости этого предложения можно убедиться, 
применяя, как и выше (стр. 183),-на проекционной плос- 
кости Е’ сперва косоугольные координаты, получаемые 
из х- и у-ссей пространства А путем параллельного про- 
ектирования, и переходя затем путем некоторой линей- 
ной подстановки к наперед заданной на Е’ прямоуголь- 
ной снстеме координат. 

Заканчивая этим настоящую главу об аффинных соот- 
ветствиях, обращу ваше внимание еще на возможность 
10 
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получить экспериментальным путем наглядное представ- 
ление о возникновении аксонометрического изображения, 
а именно, отбрасывая на экран, помощью проекционного 
фонаря (который следует представить себе расположен- 
ным ужасно далеко), теневые изображения некоторых 
простых моделей (квадрата, круга, эллипса, куба); при 
этом вы получите точное подтверждение наших резуль- 
татов и фигур, а в частности сможете легко проверить 


на опыте также и теорему Польке, подвергая теневое 


изображение тех взаимно перпендикулярных штанг все- 
возможным изменениям, получаемым при 


случаи. 
И. ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


Здесь я тоже сразу же рассматриваю трехмерное про- 


странство и опять-таки за исходный пункт беру 


1) аналитическое определение проективного преобра- 
зования. Но на этот раз мы полагаем х’, у’, =’ равными 
не целым, а дробно-линейным функциям от х, у, 2, кото- 
рые, однако, все, —и это является чрезвычайно сущест- 


венным, — должны иметь один и тот же знаменатель: 


х' ах-Е буса, 


аах-Е ау сая-Е а, 
‚ — Чак бьу-е +9, (1) 
= аа уса 4 › 
‚ — _ 4+ вву-+се+ 4; 
ы дру," 


Каждой точке х, у, % соответствует в силу (1) вполне | 
определенная конечная (т. е, не бесконечно удален- 
ная) точка х’, у’, 2’, поскольку этот общий знаменатель 
отличен от нуля. Если же точка х, у, 2, приближается 
к плоскости ах ву с.г. = 0, то соответствующая 
точка х’, у’, 2’, —это и является новым по сравнению 
с аффинным преобразованием, — удаляется в бесконеч- 
ность, как бы „убегает“; указанную плоскость называют 


передвижении | 
как самой модели, так и проекционной плоскости (экрана). | 
Теперь мы переходим к новой главе, которая трактует 
о более общих, а именно о проективных преобразова- | 
ниях, обнимающих аффинные преобразования, как частные 
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у пяоскостью схода“ (Е!исщерепе), а ее точки — „точками 
[хода“ {Е!шисМрипке) и говорят, что при проективном 
Гргобразовании они соответствуют бесконечно удален- 
ым элементам пространства, так называемой бесконечно 
даленной плоскости и соответственно бесконечно уда- 


2) При разработке возникающих здесь проблем ока- 
ывается, как известно, очень целесообразным ввести одно- 
годные координаты, т. е. поставить вместо трех коорди- 
рат точки х, у, 2, четыре величины +, 1, ^, <, определяе- 
мые равенствами: 


Хх = © 
т 


о: == 
тн четыре величины являются независящими друг от 
рруга переменными с тем единственным ограничением, что 
)ни не должны все одновременно обращаться в нуль и 
Во ни одна из них не должна становиться бесконечно 
ольшой. Поэтому каждой точке х, у, = принадлежит 
соответствует) бесконечное множество систем значений 


| 


, РУ, В, рт, где р — произвольный множитель (- 0); об- 
атно, каждая система значений Ё, т, С, 1, где <-Ё0, фик- 
|ирует определенную конечную точку х, у, 2 (ту же 
очку фиксируют и все системы значёний р, рт, р", и). 
олько при т==0 по крайней мере одно из частных 
‚ У, = становится бесконечно большим; сообразно этому 
принимают, что каждая система значений & 1, $ л=0 
олжна означать „бесконечно удаленную“ точку, причем 
се системы ру, ру, р, 0 дают одну и ту же точку. Этим 
водятся строго аналитическим путем те точки, которые 
)быкновенно присоединяют к обычным конечным точкам 
качестве „бесконечно удаленных“. 

Опыт показывает, что оперирование с однородными 
оординатами вызывает у многих, во всяком случае у 
лчинающих, неприятное чувство. Я думаю, что виною 
‘ому та как бы неопределенность, текучесть этих вели- 
ин, которую вносит произвольный множитель р. Быть 
ожет, отчетливое подчеркивание этого обстоятельства 
удет содействовать устранению такого ощущения. 

Для этой же цели представляется целесообразным 
‘тавить здесь кое-какие соображения о некоторых гео- 
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метрических представлениях, которые можно связать Чных пределах. Наконец, становится совершенно ясным 
однородными координатами. При этом сперва я буд\и то, как мы избегаем бесконечно больших значений для 
говорить только об одной плоскости Е. В этом случа координат (х, у), заменяя бесконечно удаленные элементы 
для обеих прямоугольных координат полагаем: Е параллельными ей лучами через точку О, лежащими 
Ё и в плоскости *=0. 
а Употребление известного термина „бесконечно удален- 
ные прямые“ также получает пои этом наглядное геометри- 
ческое содержание. Аналитически он является только вы- 
ражением той абстрактной аналогин, что все „бесконечно 
удаленные точки“ удовлетворяют линейному уравнению 
-=0 совершенно подобно тому, как все точки каждой 
конечной прямой тоже удовлетворяют некоторому линей- 
ом уравнению. 
еперь же мы можем выразиться чисто геометри- 
чески: каждой прямой на Е принадлежит в связке О 
некоторый плоский пучок лучей, и наоборот: каждый 
плоский пучок лучей в связке О, — за исключением 
плоского пучка т==0, — определяет некоторую прямую 
на Е; поэтому представляется целесоэбразным назвать 
прямой также н совокупиость точек, принадлежащих 
этому последнему пучку на параллельной ему плос- 
| кости Ё, что @ дает нам как раз „бесконечно удаленную 
прямую“. 

Совершенно аналогичные представления можно соста- 
вить себе, вводя однородные координаты в трехмерном 
пространстве. А именно, мы представляем себе это по- 
следнее, как сектор (вырезок, Аиззсви{) ==1 в некото- 
ром вспомогательном четырехмерном пространстве &, т, 
ти сопрягаем этот сектор со связкой лучей, которая 
проектирует его из нулевой точки (начала) вспомогатель- 
ного пространства. Тогда все дальнейшие рассуждения 
можно провести без всяких затруднений в почти букваль- 
ной аналогии с предыдущим и, в частности, перенести 
сюда толкование бесконечно удаленных элементов. При 
этом применение четырехмерного пространства является, 
конечно, только средством для более удобного способа 
в ‹ражения, которому ни в коем случае не следует при- 
писывать какое-либо мистическое значенне, 

3) Вводя в уравнения (1) проективного преобразова- 
ния для обоих пространств Ю, А’ однородные координаты, 
можно разбить их, благодаря равенству их знаменателей, 


Условимся рассматривать $, ч, * как прямоугольны 
координаты некоторого про 
странства, а нашу плоскость 
будем рассматривать как плос 
КОСТЬ т= | этого простран 
ства, параллельную {-1-плоскост 
(рис. 64), полагая на ней х = 
у=л. Если соединить точку х, . 
на Е прямолинейным лучом с то 
кой О, то, как Честно, на это) 
Рис. 64. луче отношения -= и -^ буду 
сохранять постоянные значени; 

а именно должно быть (все время): 


$ Е 
==, п =у, 


так как при *=1 как раз должны иметь место равенств 
& =хи =. Таким образом введение однородных кс 
ординат означает просто отображение плоскости Е 
связке лучей, проектнрующих эту плоскость из начал 
координат О вспомогательного трехмерного пространств: 
однородные координаты любой точки х, у плоскости 
являются пространственными координатами точек тог! 
луча этой связки, который проектирует эту точку х, _) 
поскольку каждой точке на Е соответствует бесконечно 
множество точек такого луча, то смысл неопределенност 
однородных координат делается совершенно ясным. Искли 
чение системы значений &=\=з==0 имеет свое геоме 
трическое основание в том, что сама по себе точка О н 
фиксирует еще никакого определенного луча, а значи’ 
и никакой точки на А. Столь же очевидным представля 
ется и то обстоятельство, что нет нужды в бесконечны 
значениях для *, \, <; ведь любой луч можно получит 
путем соединения точки О с точками, лежащими в коне 
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при помощи произвольного множителя пропорциональ- 
ности р’, на следующие четыре уравнения: 


ре’ = а бт с15 + т, 
рп’ = а + бат + сз + 4х, р 
р’ = а 631 Е 3; - т, | (2) 
рт’ = а ЧЕ Вт + с + Чт. 


Эта система уравнений, если не считать произвольного 
множителя р’, изображает наиболее общую линейную 
однородную подстановку четырех переменных и представ- 
ляет собой поэтому некоторое аффинное соответствие 
тех двух вспомогательных четырехмерных пространств Р‚, 

»”, при помощи которых мы, по методу рубрики 2, 
истолковываем однородные координаты. И в этом случае 
можно составить себе более конкретное представление, 
если ограничиться плоскостью. Чтобы получить нанболее 
общее проективное преобразование плоскости, достаточно 
подвергнуть пространство связки лучей, проектирующих 
эту плоскость, ен аффинному преобразованию 
с фИксированным началом О и затем пересечь преобразо- 
ванную связку тою же плоскостью. При э1л%м мы каждый 
раз будем получать то же самое проективно® соответствие, 
если будем, кроме того, соответственно множителю р’, 
подвергать пространство еще произвольному преобразо- 
ванию подобия с центром подобия в О, ибо проективное 
соответствие всецело определяется пересечениями лучей, 
проходящих через О, с нашей плоскостью, а каждый 
из этих лучей при названном преобразовании переходит 
в самого себя. 

Примененный здесь метод использования вспомога- 
тельных пространств р, р’ называют принципом проекти- 
рования и пересечения; он оказывается и во многих дру- 
гих случаях очень полезным, так как позволяет,-—говоря 
вообще, — более сложные соотношения в пространствах 
п измерений представлять в более простой и понятной 
форме при помощи рассмотрения вспомогательных прЭ- 
странств (п -- 1) измерений. 

4} Переходим к задаче обращения уравнений преобра- 
зования (2). Теория определителей учит, что переменные 
Ь т, 6 т тоже являются линейными однородными комби- 


‚оказывается особенно интересным 
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нациями переменных #, 1, (’, 1’ опять-таки, конечно, 
с произвольным множителем пропорциональности р: 


‚рб == ат + т’ аб + а, ", 

РИ = а + 6 + с: + 41’, (3) 
9 — аз с Вт сс + аз’, | 

рт = а + ва ’т’ + се’ + 4.'т’, 


лишь бы только определитель: 


| аз 6 с: а; | 
А =! @з 6 Са а; | 
| @з 63 сз 4 | 
| аз ба са @ | 


системы (2) не обращался в нуль. Следовательно, си- 
стемы значений &, 1, ти, 1’, ©', т’ находятся прн со- 
блюдении этого условия во взаимно однозначном соот- 
ветствии (с точностью до указанных произвольных общих 
множителей). 

Замечу тут же, — ивы этому сразу же поверите, на 
основании нашего опыта в исследовании аффинных со- 
ответствий, — что и здесь случай А =0 действительно 
и не должен быть 
пропущен; ему соответствует отображение всего про- 
странства на некоторую плоскость, что мы имеем во 
всякой центральной проекции, например, в фотографин. 
Но сперва мы рассмотрим общий случай, когда А 0. 

ь 5) Из (2) и (3) сразу же видно, что всякий раз как 
$ 1,6 < бывают связаны линейным уравнением, подоб- 
ное же уравнение связывает также и, ч', ’, т’, и на- 
оборот. Каждой плоскости соответствует, следовательно, 
тоже некоторая плоскость, в частности, например, бес- 
конечно удаленной плоскости пространства Ю’ соответ- 
ствует опрелеленная, вообще говоря конечная, плоскость 
в пространстве А, — уже упомянутая выше „плоскость 
схода“. Как видите, употребление термина „бесконечно 
улаленная плоскость“ оказывается крайне целесообраз- 
ным, так как только оно одно позволяет высказывать 
подобные предложения без всяких оговорок. Из сказан- 
ного непосредственно заключаем, что каждой прямой 
обязательно соответствует тоже некоторая прямая, Следо- 
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вательно, всякое проективное преобразование является, по 


терминологии Мёбиуса (стр. 123), некоторой коллинеацией. 
6) Однако вся красота заключается в обратимости 


этого предложения: всякая коллинеация пространства, 
т.е. всякое взаимно однозначное преобразование, которое 
с каждой прямой сопрягает некоторую прямую и которое, 
кроме того, удовлетворяет еще определенным, почти 
самоочевидным условиям, является некоторым проектив- 
ным преобразованием, т. е. преобразованием, определяе- 
мым аналитически уравнениями (1) или соответственно (2). 
Принадлежащее Мёбиусу доказательство последнего 
‚предложения я проведу здесь ради удобства только для 
плоскости: для пространства’ оно выглядело бы совер- 
шенно аналогично. Ход идей этого доказательства сво- 
дится к следующему: в произвольно заданной коллинеации 
выбираем как-нибудь две четверки соответственных точек 
и сперва показываем, в рубрике а), что всегда существует 
такое проективное соответствие, которое переводит одну 
из таких произвольных четверок в другую. Но всякое 
проективное преобразование является в то же время не- 
которой коллинеацией, и мы доказываем далее в рубри- 
ке Б), что при известных условиях может существовать 
только одна коллинеация, в которой являются соответ- 
ственными (сопряженными) те же самые две четверки. 
Следовательно, установленное выше проективное пре- 
образование действительно должно совпадать с заданной 
коллинеацией, а в этом и заключается наше утверждение. 
Перехожу к детальному проведению обеих частей дока- 
зательства. 
а) Отметим, что уравнение проективного преобразова- 
ния на плоскости: 
ое вай вм 41", 
ы р’ == ай +- вы + аут, 
р'т’ == аз -- з1 + 43 


содержат 9—1 ==8 констант (изменение величины р’ не 
влияет на это преобразование). Требование взаимного 
соответствия двух наперед заданных точек в некотором 
проективном преобразовании заключает в себе два линей- 
ных условия для констант этого преобразования, ибо здесь 
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имеют значение только отношения трех одноро 
. дных коор- 
Я соответствие двух нео. чак 
а —0 линейных условий, точнее говоря 
и ОЕ уравнений для девяти вели- 
а ты кие уравнения, как известно, всегда 
и е, так что всегда можно найти конс- 
р го преобразования, переводящего одну 
т ерок в другую. Ручаться за то, что это 
те о является собственным проектив- 
еж ион с не равным нулю определителем 
О О о о ак 
р и каждая из 
и и точек находится „в общем ее 
лежат на одной о о в в Е: 
м и здесь это ре т 
усть теперь задана произвольная к 
р плоскостей Ё, ЕР’. ит 
Ее 
о изесли то ов 
о точки на Е’, удовлетворяющие и 
о а утверждение заключается в том 
ие ыы неация вполне однозначно определяется 
о ие еих этих четверок точек. Доказательство 
Е. установлении того, что, исходя из этих 
а С ответственных четверок, можно построить 
м. аа и только одним способом, пользуясь 
значность и и а 
т рямых). В кач : 
Е средства применим так ра 
и рае. т, е. некоторые системы прямых 
ее паутиной покроем наши плоскости. 
ай а. я в каждой плоскости (рис. 65) по 
и т единяющих попарно четыре заданные 
другой, ибо, например, с прямой банить Одна 
др: , р 2 на Е должн 
м такая прямая на С’, на которой ка. 
точки 2, а ее моет * о то 
Но кроме основных четырех ое и. 
кн 
будут находиться во АВС а же ВАО 
7 
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получаемые пересечения соответственных прямых, на- 
пример, точка (7 4, 2 5) должна соответствовать точке 
(1’4', 2' 3): это также следует непосредственно из колли- 
неарности и взаимной однозначности отображения. Сое- 
диняя опять эти новые точки между собой прямыми, 
пересекая эти последние со старыми прямыми, ссединяя 
снова полученные точки пересечения и продолжая все 
дальше этот процесс, получаем на каждой из плоскостей 
по все более густеющей сети прямых и точек, причем 
точки и прямые обеих сетей обязательно должны попарно 
соответствовать друг другу в искомой коллинеации. 


Рис. 65. 


Всякая произвольно заданная точка плоскости Е либо 
сама является одним из узлов сети, либо может быть, 
как легко себе уяснить, заключена в неограниченно су. 
жающиеся петли этой сети, т. е. является предельной 
точкой для узловых точек сети. В первом случае соот- 
ветственная точка на Е” сразу же определяется однозна- 
чно как соответственный узел сети. А для определения 
соответственной точки во втором случае приходится вне- 
сти в определение коллинеацин одно добавление, которое 
представлялось Мёбиусу настолько самоочевидным, что 
он даже не считая нужным отдельно его формулировать. 
А именно, устанавливаемое коллинеацией отображение 
должно быть непрерывным; это означает, что с каждой 
предельной точкой какого-либо точечного множества на 5) 
должна быть сопряжена предельная точка соответственного 


7 
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точечного множества Е”. Очевидно, что тогда и во в1о- 
ром случае, согласно предыдущему замечанию, соответ- 
ственная точка на Е’ определяется однозначным образом. 
Этим доказывается справедливость нашего утверждения 
в) для всякой непрерывной коллинеации. 

Таким же способом можно доказать, что каждая не- 
прерывная коллинеация в 3-мерном пространстве опреде- 
ляется 5, и вообще, в П-мерцом пространстве — (п - 2) 
парами соответственных точек. 

Прнпоминая сказанное в начале этой рубрики 6, полу- 
чаем в качестве результата следующую точную теорему: 
просктивные преобразования являются единственными 
непрывными взаимно однозначными преобразованиями, 
при которых все без исключения прямые переходят снова 
в прямые. 

После этого отступления будем продолжать начатое нами 
в рубрике 5 исследование поведения основных геометри- 
ческих образов при проективном или, как мы теперь мо- 
жем также сказать, при коллинеарном преобразовании. 
Мы видели там, что неограниченная плоскость или пря- 
мая переходят при проективном преобразовании в образы 
того же рода, так что эти понятия сохраняют при проек 
тивных преобразованиях определенное, неизменное значе- 
ние. В этом своем свойстве общие проективные преобра- 
зования сходны с аффинными; но они отличаются от этих 
последних уже своим. 

7) Поведением по отношению к понятию параллелизма. 
А именно, при проективных преобразованиях сохранение 
параллелизма двух прямых, имевшее место при аффинных 
преобразованиях (стр. 124}, перестает быть обязательным. 
Наоборот, бесконечно удаленная плоскость одного простран- 
ства может перейти в любую конечную (т. е. не бесконечио 
удаленную) плоскость другого пространства, — в его пло- 
скость схода; при этом бесконечно удаленной точке, общей 
двум параллельным прямым, соответствует, вообще говоря, 
некоторая лежащая на конечном расстоянни точка плоскости 
схода, в которой пересекаются прямые, соответствующие 
обеим параллельным прямым; за этим можно в точности 
проследить, например, при помощи однородных коорди-. 
нат. В то же время мы, несомненно, убеждаемся также и 
в том, что понятие параллелизма не подвергается бессмы- 
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ий уничтожению, но что оно уступает место такому 
более общему представленню: бесконечно удаленные точки 
пространства заполняют некоторую плоскость, которая 
может быть проективно переведена во всякую другую 
(конечную) плоскость пространства и которая, в и 
этого, оказывается совершенно равноправной со и 
этими плоскостями; ее только в известной мере произ- 
вольно выделяет предикат „бесконечно удаленная“ . Па- 
раллельными“ называются тогда такие прямые (а также 
плоскости), пересечение которых лежит в этой выделен- 
ной плоскости; проективное преобразование может при- 
вести к тому, что они встретятся в определенной др той 
плоскости и тогда их уже не называют ея 
В связи с этим свойством находится и то обстоятель- 
ство, что по отношению к проективным преобразованиям 
грассмановы основные образы тоже теряют свой инвари- 
антный характер. Свободный вектор не переходит бое 
в свободный же вектор, скользящий вектор уже не пере 
т в скользящий, ит. д. ы ве: 
самом деле, рассмотрим линей " ы 
ства А с шестью ани Г 


Х =, — ль У == у — 


[ == 12: — Уз, Ма хе, — эх, Мы у, — ух 
- "9 


2 =, -—-2ъ 


и о-разуем аналогичные величины А",..., №’ из координат 
_ . ^ ’ Е 

точек х!, у; ль, у», связанных с точками х, у; ху 

проективным преобразованием (1) (стр. 146): о 


Ху‘ == ах, В у 1 1-4, 


ах, + 6,у, Вс, + 4, ВЯ. 
ах, Ву. + 
х.' = Ча Е ву: си 4 
2 а Е ву, а, Ра, | р 
В силу этих формул выражения для А’... № при- 


а форму дробей, числителн которых могут быть 
редставлены как линейные комбинации одних только 


шести величин Х, № с по 
ше а стоянными коэфи 
гогда как их общий знаменатель —_ 


(важ, Е бу, Е сле, + 4.) . (чахь + бауз + сия» - 4,) 


‘ 
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содержит самые координаты точек и не может быть вы- 
ражен исключительно через Х,..., М. Таким образом 
координаты преобразованного линейного элемента зави- 
сят не Только от координат первоначального элемента, 
но и 0$ специального положения его начала и конца, 
поэтому при передвижении отрезка (1, 2) вдоль его пря- 
мой Х,..., М будут сохранять свои значения, но 
х',..., М, вообще говоря, будут при этом изменяться, так 
что р (1'’, 2’) не является линейным элементом в 
грассмановом смысле. 

В протйвоположность этому неограниченная прямая 
при проективном преобразовании сохраняется как тако- 
вая; это объясняется тем, что она изображается отно- 
шениями величин Х’:У’:...:А”, из которых снова вы- 
падает служивший помехой знаменатель, общий всем 
шести величинам; так что эти отношения действительно 
выражаются исключительно через отношения им 

8) Мьке осталось назвать еще несколько важных обра- 
зов, которые при проективном преобразовании переходят 
в образы того же рода. Прежде всего всякое квадратное 
уравнение относительно х’, у’, 2’ получается, — в чем можно 
убедиться, если умножить его на квадрат общего знаме- 
нателя ах -- бу + с.2 + 4,—из некоторого квадратного 
уравнения относительно х, у, 2, и наоборот. Это значит, 
что каждой поверхности второго порядка в пространстве 
Ю соогветствует такая же поверхность в пространстве 
Ю’. Поэтому и пересечение такой поверхности с плоско- 
стью, т. е. любая кривая второго порядка, тоже перехо- 
дит в некоторую кривую второго же порядка. Анало- 
гично этому, вообще всякий алгебраический образ, опре- 
деляемый одним или несколькими уравнениями относи- 
тельно координат, преобразуется в однотипный с ним 
образ того же порядка; следовательно; тип (род) таких 
образов инвариантен по отношению к проективным пре- 
образованиям. 

9) Наряду с этими инвариантными образами, опреде- 
ляемыми посредством уравнений, я должен еще указать 
на одну числовую величину (гаМепшазее Отгбззе), от- 
дельное значение (\ем) которой остается неизменным. 
при всех проективных преобразованиях; она заменяет 
собой до некоторой степени понятие о расстоянии и об 
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угле, величина которых, как известно, не является инва- 
риантною даже при аффинных преобразованиях, не го- 
воря уже о проективных преобразованиях. Я з имею в 
виду, если говорить сначала о прямой, известную функ- 
цию от (взаимных) расстояний четырех точек #7; 2, 5, 4, 
как-нибудь расположенных на прямой, а именно упомя- 
нутое уже выше двойное отношение (стр. 22): 


в, в _ 


в.а 
14° 384 14 


В самом деле, инвариантность этой величины по от- 
ношению к проективным преобризованиям легко может 
быть проверена вычислением, что мы, впрочем, еще раз 
сделаем в дальнейшем, исходя из других точек зрения. 

Совершенно аналогично обстоит дело н с пучками 
лучей, если только брать вместо самих углов их синусы. 
А именно, обозначая через 7, 2, 3, 4 лучи или плоскости 
некоторого пучка, получаем для их двойного отношения 
следующее выражение: 


Эш (7, 2). зп(3, 2) 
т (7, 4) ° зщ (3, 4) 


$1 (7, 2). т (3, 4) 
= Зп(1, 4). п (3, 2) ° 


Так как двойные отношения были первыми числовыми 
инвариантами проективных преобразований, с которыми 
случилось встретиться, то очень часто проективные гео- 
метры видели конечную цель стремлений в том, чтобы 
все дальнейшие инварианты проективзых преобразова- 
ний свести к двойным отношениям, хотя бы это и выхо- 
днило часто очень искусственным. Нам еще придется в 
дальнейшем вернуться к более детальному изучению этих 
соотношений. с 

Этих немногих указаний достаточно, чтобы показать 
вам, как можно через весь геометрический матернал про- 
вести резкую разграничительную линию в зависимости 
от его отношения к проективным преобразованиям. Все, 
что сохраняется при этих преобразованиях, составляет 
предмет возникшей в последнее столетие проективной 
геометрии, о которой уже говорил раньше и которую мы 
в дальнейшем должны будем еще изучить более глубоко. 
Это название, ставшее теперь общеупотребительным, 
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лучше часто применявшегося раньше названия „геометрия 
положения“, которым хотели подчеркнуть ее противопо- 
ставление „геометрии меры“ или „элементарной геоме- 
трии“, охватывающей все, также и проективно не нива- 
риантные, геометрические свойства. Ибо старое НИИ: 
совершенно скрывает то, что многие метрические свой- 
ства, в частности значения двойного отношения, тоже 
принадлежат к этой дисциплине. 
еерь я хотел бы еще поговорить, так же как и 
раньше при аффинных соответствиях, о примененнях проек- 
1) начертательной геометрия; —, 
здесь я могу лишь, оставляя в сто- | И 
роне всякую систематику, привести 
а) отображение пространства на 
плоскость посредством центральной , я 
перспективы, которая является пря- 

Рис. 66. 
проектирующие лучи исходят не из бесконечно удален- 
ной точки, а из произвольной конечной точки. 

Центр проекции мы поместим как раз в начало коор- 
Тогда для изображения р’ (х’, у’, 7’) 
р (х, у, 2) будет во всяком случае: 
я =1, 
Поэгому уравнения нашего отображения имеют вид: 
й х 
Х =— 


тивных преобразований. Я начну 
с указаний, относящихся к: р 
несколько характерных примеров. 
Первым из них будет: 
мым обобщением аксонометрии (па- 
раллельной перспективы); здесь 
динат О, а за картинную плоскость примем плоскость 
2=1 (рис. 66). у 

т любой точки 
д посколькур, р’лежат на одном и том же луче через О, то: 
Оса в лгут <, 
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Это отображение является, следовательно, частным 
случаем проективного преобразования, и аналогия с со- 
ответствующими соотношениями при аксонометрии за- 
ставляет нас предположить, что оно имеет равный нулю 
определитель. В самом деле, переходя к однородным 
координатам, получаем преобразование 


с определителем 
1 

0 

2 = 0 


Отдельные свойства этого преобразования вы легко 
сможете вывести по аналогии с приведенными выше 
рассуждениями, если только будете иметь в виду, что 
каждая плоскость, вообще говоря, связана с картинной 
плоскостью некоторым проективным (двумерным) соот- 
ветствием с не равным нулю определителем. Отсюда В 
частности следует, что, например, двойное отношение 
любых четырех точек на одной прямой или четырех лу- 
чей, проходящих через одну точку, остается при этом 
преобразовании неизменным. ` 

Ь) Второй пример относится к некоторому проектив: 
ному соответствию с не равным нулю определителем, 
которое включает в себя центральную перспективу как 
предельный случай и называется рельефной перспекти- 
вой. Требуется изготовигь такое рельефное изображение 
некоторого предмета, чтобы оно посылало глазу зрителя, 
помещенному в определенной точке, такие же лучи, ка- 
кие оригинал посылал бы наблюдателю, помещенному 
в соответствующее место. При надлежащим образом 
ориентированной системе координат это опять-таки озна- 
чает, что точка-оригинал и точка-изображение должны 
находиться на одном и том же луче, проходящем через 
начало координат: 
ху: =: у: 2, (1) 


ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 161 


Все различие по сравнению с предыдущим случаем 
заключается в том, что оригинал не отображается на плос- 
кость, а лишь сжимается в некоторую узкую часть про- 
странства конечной ширины. 

Я утверждаю сразу же, что это преобразование дается 
формулами: 


‚ _ ах ‚ _ 1-Юу ‚_ (№2 
Е ть Пт (2) 


которые прежде всего представляют собой во всяком 
случае. некоторое проективное преобразование и удовле- 
творяют, очевидно, уравнениям (1). Определитель, соста- 
вленный для соответствующих им однородных уравнений: 


РЁ == (1+ №, 
р’ == (1 + А) т, 
р’ =(+Юе 


ре = (++, 
гласит 
Ито 00| 
Е 
А о 0 тво =0 7%” 
0 0 1 В 


и, следовательно, будет отличен от нуля, если только 
не будет А =0 или & =—1. 

При № ==0 формулы 12)“ как раз и переходят в преды- 
дущие формулы центральной перспективы, т. е. наш ре- 
льеф весь вырождается в плоскость; случай же А = —1 
дает х’=у’=2’-=0, т.е. каждая точка пространства 
отображается в нулевую точку, — очевидно, совершенно 
никчемное тривиальное вырождение. 

Для определенности примем А > 0. Чтобы уяснить 
себе геометрическое значение отображения (2), заметим 
сперва, что каждая плоскость 2 == сопз{ переходит в парал- 
лельную к ней плоскость с аппликатой: 


а (3) 


Е+Е  ^ 


Взаимное отображение этих двух плоскостей, осуще- 


ствляемое проектирующими лучами из точки О, является 


Ф. Блейи. Элементарная математика “ 11 
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вполне наглядным, так что остается только уяснить себе 
самый закон (3). 

При = = << (соответственно т = 0) получается 2’ ==1 + #. 
Плоскость, проведенная параллельно х-у-плоскости на 
расстоянни 1 + А, является, таким образом, плоскостью 
схода пространства изображений и образует как бы зад- 

ний план (фон) рельефа, на который 


о отображается бесконечно удаленный 
ы задний план пространства объектов. 

Важную рояь нграет еще плоскость, 

ю равная единице, в которой совпадают 


предмет и его изображение; в самом 
деле, при ==1 получается также ='’==1. 
Если теперь 2 нзменяется, возрастая 
| от 1 до ©5, то =’ монотонно возрастает 
| от 1 до 1-- А, т. е. если мы ограни- 
0 чимся предметамн, помещенными по- 
зади плоскости 2#==1, то действи- 
тельно получим в качестве изображе- 
ния рельеф конечной глубины (. 
Такое ограничение всегда может и должно иметь место 
на практике (рис. 67). 
Составим двойное отношение для точек =, 1, =’, 0: 


2—1, 2—0 _ 2—1 (1+№ = 
#0 т |7 # (2—1) ЕЁ 


Рие. 67. 


Это показывает, что вообще при сопряжевин (3) два 
значения 2, 2’ в том случае соответствуют друг другу, 
если они образуют с точкамн Ги 0 двойное отношение 
определенной величины (не зависящей от & и #') 

В нашей математической коллекции имеется модель, 
которая изображает в рельефной перспективе шар на 
кубе, круглый конус и круглый цилиндр; рассматриваемая 
с правильного расстояния она дает очень отчетливое впе- 
чатление тел, служащих оригиналом. Конечно, очень 
большую роль играют здесь психологические моменты 
Ибо одно только то обстоятельство, что в глаз вступают 
такие же лучи, как от некоторого тела, не является еще 
достаточным для получения впечатления о наличии этого 
тела; во всяком случае чрезвычайно важной является 
здесь также и привычка. А именно, поскольку нам несрав- 
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ненно чаще приходилось видеть шар на кубе, чем при- 
плюснутый эллипсоид на узеньком гексаэдре (таков вид 
рельефно-перспективного изображения), то мы уже зара- 
нее склонны объяснить световое впечатление первой из 
этих двух причин. Более подробное рассмотрение относя- 
щихся сюда моментов предоставим психологам. 

Ограничусь сказанным для вашего первого ознако- 
млепия с применением проективных преобразований в на- 
чертательной геометрии. Ко- 
нечно, все эти замечания на- 
стойчиво требуют дальней- 
шего углубления, и прежде, 
чем оставить эту область, 
я хотел бы порекомендо- 
вать вам заняться обстоя- 
тельным изучением начер- 
тательной геометрии, ко- 
торая, как мне кажется, 
является необходимой для 
‹аждого преподавателя ма- 
тематнки. 

2) Второе применение 
проективных преобразова- 
ний, на котором я хочу те- 
перь остановиться, касается 
установления геометриче- 
ских предложений и пред- 
ставлений. Для этой же 
цели мы уже использовали раньше (стр. 130'и сл.) аффин- 
ные преобразования. 

а) Исходим из того, что окружность, будучи подвер- 
гнута проективным преобразованиям или соответственно 
центральным перспективам, переходит в любое „кони- 
ческое сечение“, т. е. в сечение произвольной плоскостью 
конуса, боковая поверхность которого образована проек- 
тирующими лучами, проходящимн через точки окружности; 
здесь перед вами модель, которая показывает, как таким 
образом получаются эллипс, гипербола и парабола 
(рис. 68). 

Ъ) Для проективной геометрии существует, следова- 
тельно, только одно коническое сечение, ибо любые два 


11% 


Рис. 68. 
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таких сечения могут быть проективно переведены в круг, 
а значит, и друг в друга. Подразделение же на эллипсы, 
параболы и гиперболы не указывает с этой точки зрения 
на какое-либо абсолютное внутреннее различие, а касается 
только случайного положения относительно прямой, ко- 
торую обычно выделяют из других прямых в качестве 
„бесконечно удаленной“. 

с) Установим теперь следующую основную теорему о 
двойном отношении в конических сечениях: любые четыре 
неподвижные точки 1, 2, 3, 4 конического сечения про- 


Рис. 69. 


ектируются из пятой подвижной точки-Р того же кониче- 
ского сечения чегырьмя лучами, которые имеют постоян- 
ное двойное отношение, независящее от того или другого 
положения точки Р (на сечении). 

Для доказательства вернемся к той окружности, из 
которой рассматриваемое коническое сечение возникает 
посредством центральной перспективы; поскольку при 
этом (т. е. при перспективном преобразовании) двойные 
отношения остаются неизменными, то наше предложение 
во всяком случае будет вообще справедливым, если 
только на этой окружности четыре точки 7”, 2’, 3', 4', со- 
ответствующие точкам конического сечения (рис. 69). про- 
ектнруется из произвольных двух других точек Р,' Ру; 
той же окружности лучами с одинаковым двойным от- 
ношением. А это непосредственно вытекает из того, что, 
согласно теореме о вписанных углах, углы пучка 
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Р, (1', 2’, 3', 4’) соответственно равны углам пучка 
Р. (1*, 2', 8', 4); следовательно, будут равны также одно 
другому и двойные отношения для обеих четверок лучей, 
составленные из синусов углов. 

а) На основании этого предложения, Штейнер дал 
общее определение конических сечений, исходя из двух 
„проективно: сопряженных“ пучков лучей, в которых 
каждые две соответственные четверки лучей имеют оди- 
наковое двойное отношенне. Кочическое сечение пред- 
ставляет тогда геометрическое место точек пересечения 
соответственных лучей этих проективно-сопряженных 
между собою пучков. Надеюсь, что этих немногих ука- 
заний будет достаточно для того, чтобы хделать понят- 
ным для вас, какое огромное значение проективные пре- 
образования имеют для теории конических сечений. 
Подробности вы можете найти в любой книге по проек- 
тивной геометрии. 

А теперь, следуя общему хоху мыслей этого второго 
раздела нашего курса, мы перейдем к новым классам 
геометрических преобразований, которые не принадлежат 
более к линейным преобразованиям, рассмотренным нами, 
начиная с движений и кончая наиболее общими проек- 
тивными сопряжениями. 
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Мы займемся теперь исследованием таких преобразо- 
ваний, которые изображаются уже не линейными, а выс- 
шими рациональными, алгебраическими либо даже транс- 
цендентными функциями: 


х' = (№ у, 2), У’ =У(Х, У, 2), #' == 9(%, У, 2). 


Следуя тенденции этого курса, я не стану излагать здесь 
общую систематику вопроса, а приведу лишь ряд отдель- 
ных примеров, которые имеют общее значение как для 
чистой математики, так и в особенности для применений. 

В первую очередь я остановлюсь на самом употреби- 
тельном из таких преобразований, — на преобразовании 
посредством обратных радиусов '). : 


1) |Эгому преобразованию дают еще такие названия: „отображение 
посредством обратных радиусов-векторов“, „инверсия“, „обращение“. | 
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1. Преобразование  носредством обратных 
раднусов 


При этом преобразовании с каждой точкой р сопря- 
гается, как известно, та точка р прямой Ор, соединяющей р 
с началом координат О, для которой произведение Ор.Ор’ 
равно некоторой заданной константе (рис. 70); этому 

соотношению преобразование обязано 
Р_ также и своим названием. 
Вы знаете, что эти преобразогания 

г нграют большую роль в чистой матема- 

тике, прежде всего в теории функций 
комплексного переменного. Но не менее 
часто встречаются они также и в физике 
Рис. 70. и других применениях, — об одном из 
этих приме Й Г 
ее рименений нам еще придется го- 

При изученни нашего преобразования я снова начну 

1) с вывода его уравнений в прямоугольных коорди- 
натах. Поскольку р и р’ лежат на одной прямой, прохо- 
дящей через О, то должно быть: р 


ха = у: а, (1) 


а соотношение между расстояниями Ор, Ор’, если для 
простоты принять упомянутую константу равнойединице, 


даст: 
У 29) (ху 21) =1. — 


Отсюда выводим такие уравиения преобразования: 


% 


и, й 2 5 
= ятята} (8) 
точно так же получается, что и обратно: 
ты ие = у’ 2’ 
же рузат, У= зруярие, 2= атруптрия. (4) 
р Итак, как координаты точки р, так и координаты точки 
ЧР. выражаются через координаты другой точки (т. е. р’ 
ия соответственно р) в виде некоторых, в обоих случаях 
одних и тех же, рациональных функций. Знамсиателем 
служит квадратнчное выражение; мы здесь нмеем дело 
с частным случаем так называемого квадратичного бира- 
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ционального преобразования. Существует обширный класс 
таких бирациональных (вообще говоря,/ взаимно однознач- 
ных) преобразований, которые в обоих направлениях изо- 
бражаются посредством рациональных функций под наз- 
ванием Кремоновых 1) преобразований они сделались 
предметом теории, достигшей широкого развития. Я счи- 
тал желательным хотя бы упомянуть о них здесь в связи 
< изучением их простейшего представителя. 

2) Уравнения (3), (4) показывают, что за исключеннем, 
пока что, начала координат, с каждой точкой р про- 
странства сопрягается некоторая точка р’ и, наоборот, 
с каждой точкой р’ — некоторая точка р. Если же при- 
ближать х, у, = одновременно к нулю, то знаменатель 
выражений (3) оказывается бесконечно малой высшего 
порядка, чем числители, и поэтому координаты ху’ 2’ 
становятся бесконечно-большими; мы могли бы поэтому 
назвать начало координат точкой схода нашего пре- 
образования. 

Если же, наоборот, х’, у’, =’, по тому илн другому за- 
кону возрастают бесконечно, то, в силу (4), х, у, < каж- 
дый раз обращаются в нуль; следовательно, если бы мы 
захотели придерживаться введенной нами выше термнно- 
логни, то должны были бы сказать, что всей бесконечно 
удаленной плоскости соответствует только одна точка. 
Но ведь эта „бесконечно удаленная плоскость“ была толъ- 
ко удобным способом выражения, приспособленным к про- 
ективным преобразованиям; он указал, что при этих пре- 
образованиях бесконечно удаленная область пространства 
{Чаз ОпепаНсьмейе еп Каитез) ведет себя как плоскость, 
т.е. может быть преобразована в точки той или другой 
конечной плоскости; этот же способ выражения давал 
возможность высказывать теоремы без всяких исключе- 
ний и без различения отдельных случаев. Но ничто нам 
не мешаег ввести здесь другой, отличный от предыду- 
щего способ выражения, чтобы с его помощью н теперь, 
как и раньше, притти к теоремам, справедливым без 
всякого исключения. Бесконечно удаленная область пере- 
водигся нашим преобразованием в одну точку; поэтому 


1) [Кремона (Гл! Сгетопа, 1830 — 1993) — выдающийся итальянский 


геометр.| 
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мы будем просто говорить, что существует только слна 
бесконечно удаленная точка, которая пря нашем преобра» 
зоваини как раз соответствует началу косрарнат. Тогля 
ваше преобразование действительно оказылается взанм- 
Но однозначным без всякого исключения. 
Сколько бы мы ве полчеркиваля, что злесь, как и равь- 
ще, ив в малейшей степены не нывются в вилу метафн- 
Эические представления о дейстонтельной природе дес: 
хонечно далекого, этого оказывается нелостаточио. Воегла 
снова и сновя находятся люли, которые олносторовне 
призыкоув к кзюому-нибуль одному из этих двух спо- 
собов выражения, стремятся придьть ему какой-то транс- 
пендентальный сыыся; такие прелставитеяы двух развых 
точек зрения часто вступают лругс другом в спор, В дей» 
ствительностк же и тё и другне не правы: они забывают, 
что речь идет о произвольных соглашениях, приспособ» 
ленных в кажиом отдельном случае только к той пли 
наой оарелелениой пели, 
3} Важнейшее свойство нашего преобразования состонт 
& том, что пр нем, вообще говоря, ширы перехолят сис» 
ва в шары, ствительно, уравнение всякого пара мове 


подставляя сюда иместо х, у, 2” их выражения из урав- 
мений {3), 2 выесто х’?, у, 2 ето вырожение из го- 
отношення {2} (стр. 106) получим после умножения на 
м - 


44+ Вх + СОНИ) = 0, 


1. © действительно снова уравнение шара. При этом, 
Бовечно, следуют заметить, что уфавненнем (5) охва- 
тывактся лом А = 0 также и пяюскосун: злесь шея 
сообразно будет рассматривать их, как частный случай 
шаров, а именно, как такие шары, ьоторые содержат 
бесковечно удаленную точку, При нашем преобразовании 
ом переходлт в шары, проходящее через пулевую тойку, 
которая как раз ни ообтоетствует бесконенно удаленной 
точка; точно так же в обратио” полобиые шары перехо- 
дят в шарвь солержащие бесконечно улаленоую точку, 
т, е, в плоскости, Такнм образом при этих соглашениях 
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ействительно оказывается справедливой без всякого 
Неключения теорема, что шаром всегда соответствуют 


фе. | 
о Веякие два шара (а также и шар с плоскостью) пере- 
секзюотся по кругу: поэтому каждому кругу соответствует 
томе круги ири этом прямые ланни саедуеу рассиат- 
ривать тоже ‘Кай „круги ‘через бесковечно удллевнуй» 
точку", которым, в снау пря =. образования, соствет- 
5 т круги через нуле точку. = 
им т но прелложение остается, конечно, 
з саль, аслю выполюять преобразование ори помощи об. 
ратных радиусов только в пределах одзой плоскости, 
в этом случае ово приводит к изящному решению проб 
лены направтакииего механизма или „праиняя , кора 
эвлается чрезвычайно эвементарной и принаалежит, $06- 
ственыю, к кругу интересов даже и ие-математиков» За 
дачи заключается в том, чтобы при помощи шарвирно“ 
соединенных венвмовяеных титанг заставить искотофую» 
связанную с нныи точку описывать прямую лиан; в преж- 
нее врешя при построенив паровых машин придавали 
Убе ззачение такого рола механизмам, которые лодж» 
зы осуществлять связь межу поршнем, совершаманим 
прамолинебные движения вперед и зэзал, и кониры 
уоиния, движущимся по кругу, | — 
ас ие и ересует инверобр, скоиструпрозавный 
5 1854 г фравпужким офицером Поселье ревасее) 
з вызваний тогла большлой нары, хотя его конструкция 


‚ очень проста в естественна, 


Этот аппарат состоит, прежде всего, из соеляменных 
шарнирами шести шттане (рис, 71}, из которых две ей 
длину ? и соединяются в неподвижной точке 0, оста 
ные же четыре, имеющие ллниу м», образуют ромб, две 
противоположные вершины которого соединяются © ее. 
ами зитенг Е дое другие свободные зершины ромба 
обозначим через ри 2’. Апиарат выеет хле сусмени сво> 
Зощы! во-веремх, обе мнтангя Г можно иронавольно при“ 
бявжать одну к другой нли раздейгать, я во-деорых, ы 
эх можно произвольно вращать, как целое, вокруг < 
орехи млн плосности, версиекаоииося по, крут он о 00 
ЗИ, с в сОНыеНетВАНСт бУНФОмАУ РЕ 


п Ибобой круг вассматранием, как пересечение двух нов; ЭТО арм ; 
в 
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При каждом таком движении три точки О, м, р’, как 
видно из очень простых геометрических соображений, 
всегда остаются на одной прямой, причем пронзведение: 


Ор Ор’ = — 5? == баз 
т. 6. сохраняет постоянное эначение, независныое от шо 


зожения точки 2, следовательно, этот аппарат дейстен» | 


тельно выполняет преобразованяе посредством обратных 
радмусов с нентром в О. Поэтому, достаточно вести р 
во кругу, праходящему через точку О; чтобы, согласно 
презложеанияы рубрика 4, дей. 
ствитезьно заставить точку р’ 
двигаться 10 некоторой примой. 
| А для получения дляжения тоз. 

‚ кн р но кругу присосдинаем 
в ной еще седьмой стержень РС, 
эторой ковец С’ которого закре- 
васи как раз посрелние между 0 
в начальным положением точий ду 
тогда остается только олна сте» 


Рис, $1. 


о пень сооболы, м р’ действ ] 
тельно перецеигастся по прямой, Варочем, сяевует заме- | 


Тить, Что точкя 2’ ие может описывать вом неограии 
ченную прямую; спободя ее двюження ограничена тем, 
что расстояние её от 0 вбегяа меньше 2% в, Олнаюо 
в векоторых мололях точил С также может вемного пе 
реадвягаться; тогда круг, описываемый точкой р, проходет 
очень близюо от точки О; поэтому р’ ояисываег неё пря- 

- мую, а некоторый круг очевь большого ралнусв: также 
м это примевеные алоарата мост при случае быть 
полезных *}, : 

5) Из общих свойств преобразозанея при помои об- 
ратных радиусов я зозжен еще отметить свойство сохра- 
меныя углов, которое заключается в том, что угоп, обра. 
зуешый любыми двумя поверхностями в мебой точке 
_ № Ср. аюко А. И, Кожра, Нод © белу д Зоне бе бак не 
вести ърумуию зиноз, Бонфой 1577 п С. Н сузею Весь, Огомиюссва- 
ее зи Кораталногаеваибесья И, СИБарииеиие КВеЖАНИНЫЫ ЯаФ Крео 
хитозана, Ч. © дог Мне оибаеВсй т | ной 

о Г 
АмеНоне Тамааей 1994, : 
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ини их пересечения, остается одним и тем же ло и 10 
сле преобразования, Я не булу останаодьваться на доказа- 
тезьстве, ибо ое ры вашего обзора нет необхолимости 
пости. | 
Как частный случай преобразования при помощи 00- 
реиах радиусов можно рассматривать стереотрафическую 


= ит 
тии 


эго можно переписать так: 


жи ( = 5 | =. 

Искомым оригиналом дая 
ПлОСКОСТИ 2’ = яванется, 
следовательно, гр © ради 
| сом, равным =, и центром 
Атом 2 == я оси 4, который проходит через нулевую 


точку в касается картнниой плоскости 2’ = 1 рис. 72). 
 Нолробиости соотиониения межлу плоскостью и шаром 
аби слелить влолие нагяяднымя, есан восполизуваться 
для отыскаоня соответственных точек соязкою лучей, 
эсховящих нз нулевой точки; я призелу авось 66% дона» 
зательстоя тояеюо следующие теоремы: | | 

1} Отображение взеныно одизанячно бов каких-либо 
осилюченый, есан рассматонееть бесконечность 13 плс 
аси как одну точку, отображаемую в точке О шара. 

3; Кругам ия шаре соответствуют круги ва паюскости, 
о чдегноств кругам на шаре, прохояяины через О, соот» 
зетстнуюг на плоскости круга, ть через беско- — 
ценою уплденную точку, т. е, прамые аннии. 
ВЕ нь между обенми поберхностами сохра- 

няет углы; оно, как говорят, ковформно, 


ие. 98. 
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Что эта стереографическая проекция имеет в теории 
функций крупнейшее значение, это всем вам должно быть 
известно; я напомню, что- в предыдущем курсе 1) мы 
уже очень часто применяли ее с большой пользой. Из при: 
кладных наук, в которых она играет не менее важную 
роль, следует здесь особенно отметить географию и астро- 
номию; она была известна уже античным астрономам, 
и еще теперь вы найдете в каждом атласе изображения 
полушарий и полярных стран земли в стереографической 
проекции. Из этой же прикладной области я заимствую 
еще несколько примеров. 


2. Некоторые общие картографические 
проекции 


Экскурс в этом направлении представляется мне как 
раз в настоящем курсе особенно уместным. Ведь теория 
графических карт является весьма важной областью в 
рамках школьного преподавания; не подлежит сомнению, 
что каждому учащемуся будет интересно услышать, по ка- 
кому именно принципу вычерчены карты в его атласе, 
и преподаватель математики наверное достигнет большей 
активности со стороны учащихся на своих занятиях, если 
он даст при случае желательные пояснения по этому 
вопросу, чем если бы он занимался исключительно 
абстрактными вопросами. Поэтому каждый кандидат на 
учительское звание должен был бы быть знаком с этой 
областью, которая к тому же доставляет и математику 
интересные примеры точечных преобразований. 

Наиболее целесообразным будет с самого начала пред- 
ставлять себе земной шар стереографически отображен- 
ным из одного из полюсов на х-у-плоскость; тогда 
всякое другое отображение точек шара на некоторую 
21-плоскость изобразится двумя уравнениями вида: 


+ =9(х, у), = Хх (х, У). 


Первым видом отображений, часто применяемым на 
практике, являются изогональные (т. е. сохраняющие углы} 
или конформные отображения; они получаются, как 
учит теория функций, если рассматривать комплексную 


1) Том Т, стр. 180 (173). 
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мп- 
переменную {+ как аналитическую функцию ко 
дексной переменной х - &: р 
и =/(х + 5) =$(, У) +5 У. 
есь необходимым отчетливо отме- 
тить, что как раз в географической практике Е 
употребляются также и отображения, нее ие 
| лучае не следует, — 
в, так что ‘ни в коём с : 
тю бывает, — рассматривать изогональные изобра 
как единственно важные. р 
а конформных отображений первое а 
мает так называемая а, рю 
атик Герг: 
крыл около 1550 г. матем Е 
ат Менкайог, носивший, собственно говоря, и 
мецкое имя Кремер (Кгетег) 1). Меркаторские кар 
е. 
найдете в любом атлас Е 
а Меркаторская ны мы не 
й является 
аналнтической функцие 
логарифм. Поэтому она изображается уравнением 


+= 105 (х.+ 8). 


Мы, математики, можем ора а 
ин из этой кратк й 

сматриваемой проекц мани 

имеющих достато 

как для географов, не ры 
енае меркаторс р 

кого образования, изуч ; 

а. конечно, значительные О ра 

на х-у-плоскости полярные координаты (рис. ‚ т 


полагая х-+б=г-е”, получим: 
ЕН И =108 (7. 6”) = 1ю8 г, 


с юз 
Однако я фчитаю зд 


к что 
ы Е =105Г, Ч==$. 
Предполагаем, что южный полюс ры а ей 
: еской пр : 
имененной стереографич 
ря точка О на х-у-плоскости соответствует я 
а полюсу, а лучи Ф=с0пзь проходящие через =, 


соответствуют земным 


1) [Мегка(ог (латинское слово), Кгешег (Кгатег) (немецкое слово) — 
купец, торговец.| 


меридианам. Поэтому в меркатор- 
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ской проекции (рис. 74) эти после; 

С е : едние прев 
И. параллельные Ё-0си; Ни 
НЯ ее а слева, а южный (= -Н 9) — спра- 
с н. Поскольку угол $ определен только 
ИН. о 2т, то отображение бесконечно- 
ея не р параллельная (горизонтальная 
земной ОВЕрЕНОсой, а, в всей 
рым в стереографической проекции ем я 


. 


му потюсу 


К омно 


К себерноми повюсу 


Рис. 73. 


Г = сопзф, превраща 
В ются в меркато р 
т рской проек Ё - 
т ее прямые # = ое и 
ее: я прямым, изображающим Авин, 
ее. йе и имея в виду изогональность 
и и, экватору (г = 1) соответствует 
ее одним этим примером, чтобы 
ейшему изученню ‹ 
а многочисленных п 
в ыы географических карт; зато я а 
т В но предложенне этой теории общего а 
т т и занимался географией, тот нь 
и ии ВЕ которые Тиссо (Т15з0й аання 
), переведенном Гаммером (Наттер) 


побудить 


—— ВИНЫ 
) „Ге Мемхепнуйге веовтарзсНег Кайеп пеБз{ 


Чипа БецеЫрег Е!аспеп ащетаичег”, Зви(еаг 1887 а - 
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в Штуттгарте. Мы можем очень просто уяснить себе содер- 
жание этих теорем, исходя из нашей точки зрения. 

Пусть ‘имеем. две географические карты, т. е. два 
отображения земного шара ина х-у-плоскость и на 
-тролоскость. Эти отображения могут быть какими 
угодно, в частности — не обязаны быть конформными. 
Но во всяком случае оба рни взаимно связаны некоторым 
соотношением вида: 

$ = $ (>, У, т =х(х, У). 


Исследуем только окрестность двух соответственных 
точек Хь, № И » Тв т. е. таких, что 


= (Хе У)» о == (» 6). 
Введем новые переменные х', у’, Ё, \', определяя нх 
равенствами: : . 
х=мж-+х, у=У НУ; 
= Г, = +1. 


Применяя разложение 9, у по "формуле Тейлора, мы 


получаем: Г р Г. 
(еее у+-= 


= (5), *+ (8), У +... 


Здесь производные следует брать для точки Х=Хь 
у == у, а многоточиями обозначены члены высшего порядка 
относительно х’, у’. Ограничимся настолько малою окрест- 
ностью точки Х» У» чтобы выписанные линейные члены 
давали уже достаточное приближение для действительных 
значений ", 7”; при этом мы, конечно, исключаем такие 
особые точки Хо, У» в которых не существует подобной 
окрестности, следовательно, такие, например, точки, в ко- 
торых все четыре первые производные одновременно 


[А. Тиссо — известный французский геометр (1824 —1897), Фран- 
цузский оригинал его трактата появился в 1881 г. под названием ЭГ 
|а гергезегаМоп 4ез зиасез е{ 1ез рго]есНопз 4ез сацез, веовтар9иез“. 
Существует русский перевод Д. И. Рашкова: Тиссо, Изображение ол- | 
ной поверхности на другой н составяение географических карт, Моск’ ^ 


1899]. 
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обращаются в нуль, так что линейные члены совсем не 
дают никакого пригодного приближения, Присматриваясь 
к получаемым таким образом линейным уравнениям между 
Хх, У, Е, т’, приходим непосредственно к такому фунда- 
ментальному предложению, которое лежит в основании 
рассуждений Тиссо: связь между двумя географическими 
изображениями одной и той же местности в окрестно- 
сти любой, лишь бы только не особенной точки прибли- 
женно выражается некоторым аффинным’ соответствием, 
Применяя наши прежние теоремы об аффинных преобра- 
зованиях, мы, действительно, получаем все так называе- 
мые „предложения Тиссо“. 

Я напомню только главные моменты. Мы знаем, что 
прежде всего нужно обратить внимание на определитель 
аффинного преобразования, здесь, следовательно, на опре- 


делитель 


9) Я 1 
(=). (55 


который, как известно, называют функциональным опре- 
делителем функций х, у в точке Х = ^, У= у. Случай 
А =0 в этих применениях всегда исключают, ибо тогда 
небольшая часть ху плоскости, окружающая точку 
Хо У» изображается дугой некоторой кривой в Ё-1-пло- 
скости, а такое изображение географ едва ли со- 
чтет за приемлемую карту. Поэтому мы должны здесь 
всегда принимать А - 0. Раньше мы (стр. 125) уже соста- 
вили себе наглядную картину всех деталей такого аффин- 
ного преобразования; поэтому мы можем теперь сразу 
перенести сюда из прежнего такое предложение: окрест- 
ность точки &, т получается с применяемой здесь точ- 
ностью из окрестности точки лх,, уз, если подвергнуть эту 
последнюю чистым деформациям в двух взаимно перпенди- 
кулярных направлениях и повернуть ее потом еще на 
некоторый подходящий угол. В книге Тиссо вы увидите, 
что он, действительно, выводит это предложение а4 Вос 
наглядным образом, так что вы имеете здесь интересный 
пример того, как представители прикладных наук своими 
силами удовлетворяют математическим запросам своих 
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дисциплин; математику в таких случаях эти вещи кажутся, 
'‹онечно, очень простыми, но все же является поучитель- 
ным для него знать, в чем нуждаются эти прикладные науки. 
Теперь, наконец, я рассмотрю еще один, последний, 
общий класс точечных преобразований. 


}. Наи бод\е (общие взаимно однозначные непре- 
р ывные точечные преобразования 


Все функции, которыми мы до сих пор пользовались 
цяя отображення, были непрерывными и сколько угодно 
аз диференцируемыми и даже аналитическими (т. е. раз- 
ложимыми в ряд Тейлора); зато мы допускали также и 
многозначные, ‘даже бесконечно-многозначные функции 
‘например, логарифм). Теперь же наше главное ры 
‹ние будет заключаться как раз в том, чтобы наши ото ты 
жающие функции были взаимно однозначными без 
всякого исключения, а во всем остальном будем требовать 
голько их непрерывности, не делая никаких предполо- 
жений о существовании производных и т. д. Задача наша 
сводится к отыскиванию тех свойств геометрических фигур, 
которые остаются неизменными при этих наиболее общих 
ззаимно однозначных и непрерывных преобразованиях. 

Представьте себе. например, что вы изготовили какую- 
нибудь поверхность или тело из резины и наметили на 
'.й какие-нибудь фигуры. Что в этих фигурах останется 
неизменным, если вы станете самым произвольным образом 
еформировать резину (растягивать, сжимать изгибать), 
'е разрывая ее? . 

Совокупность свойств, получаемых при изучении ее 
‚опроса, образует область так называемого Апа1уз!$ 31 5 
‘„‚анализ положения“), можно было бы сказать — область 
учения о чистейших соотношениях положения, совершенно 
независящих от отношений, связанных с понятнем вели- 
'ины. Это название впервые ввел Риман (Еетапп), 
‹оторый в своей знаменитой работе 1857 г., посвящен- 
юй теории абелевых функций 1), пришел к необходимости 


') Тиеой АЬ ‘ипкН ы па! аг Че тете ппд 
') „Тнеойе Чег АБе!5спеп ЕипкНопел“, „Лопгпа . е ге 
ИЕ МаШетаНк“, Ва. 54; Сезаштейе та пешта{ сне \\егке {2 АиН.., 
эре 1392), $. 83. —Рнман употребляет здесь слово „анализ“, примы- 
’зая к Лейбницу, в его первоначальном методическом смысле, а не в том 
р 
Ф. Клейн. Элементарная математи 12 
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подобных ‘исследований, нохоля низ теоретико-фувкиио- 
Нальных интересов. Вирочем, и после этого часто бывало 
так, что в геометрии совершенно умалчивают об Апуза 
ЗН и 6 я к этому учемию только в теорны 
функций, когда в ней обнаруживается потребность, 

Но ве так поступает Мебнуе (Моби), который зани- 
мается Апауыз Яе в своей работе 1863 г, =, Исходя 
33 чисто геометрических нитересов, он называет таы 
фигуры, которые нолучаются олна из другой посредством 
взаимно однозначных непрерывных деформаций, злемен- 
. 1}, ибо свойства, 
низарнантные по отвошению к этим преобразоелиняы, 
и памболее простыми из всех возможных 
свойств, 


Зщесь мы ограничимся только нсследованиями ловерх- ‚ 


востей, Сюда относится прежде всего одво открытое 
Мёбиуеом своветво, которое еще це заметьл Риман, 
& именво, деление поверхностей на односторонние н на 
двусторонине. Мы говорили уже раныше (тр, 42) об 
односторовием листе Мёбнуса, имы видели, что, зепрерыв- 
10 двигаясь по его поверхности, можно незаметно верейти 
‹ Фанов ето стороны из другую, так что здесь теряет 
смысл различенне двух сторон. Ясно, что это свойство 
сохраняется при всех непрерывных деформациях и что 
поэтому в АпаГузю эбиз дейстонтельно следует заранее 
радянчать односторониие н лзусторонвие поверхности. 
сауысаме, наной это сизво пиры качестве Малемитееовеыио. Тени 
Героин „Алабриа зы, К во На И 
прувоионлые работы м ме с Гобгеноовь нех в 


узбетн, спениально посинисемиой Алана 505, бемни „Проява. 
оедЬтЬНе НОСА ПО Зоиобобитение $ „Мораиава эр Торуиаы“, 1847} 
метана (1. №. ПыбнЕХ в этой фабие Лестяне зефые предложил 
заменать лебОнноело пазвание слобом „эововеги“ бот греческое слова 
тржай — место, корее в иетохинае презни столь же уаотребиуедыно, кок 
Апаниа Зе м удобнее послезиско Тем, ча наст промзвовное прила- 
ия | Науваиная работа Лестингя нада по-вроски 
| г. з 
2} „роста фт орон аион, Аопиао бросай, боое НБое Фе Уоенагий о 
дном фег Колман, Заславенаю © пай бер АзоольеваЙ ет, поаие- 
оС- рока Кбаяке, ВВ га, 5. 1 И, Оезляння йе Чего, 09 В. 
Ныря" 1986, 5, 458 Г. 


Ркогаа ДАЯ пих 065 эти числа ри р совпало. М: 


ЗСВНИЕ ТОЧЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 17 


Заесь мы ради простоты займемся только двусторон- 
ними поверхностями, тем более, что только они обыкио- 


| венно й применяючся в теории Функций; опрочем, теорня 


эдносторониих поверхностей не является существенио 
более трудной, Оказывается, что всякую {двустороннюю 
‘зоверхность иполне характеризуют, в смысве Апаузе 
Увиз, два натуральных числа: число » ее пограничных 
иривых Оттр и число р (так называемый „рол“ нли 
„ранг“, „Оез нее ие разбизанищих ее на части ее 
«озвратных сечений (Кбскейгяснии) или „прорезов“ 1сече- 


` ный, ме имеющих общих точек < коитурамик точнее 


зоворя; две дпусторонние поверхности могуг быть тоглз 


# РолЬНС ТУГДЯ изаиыно однозлачно и нейрерывна сонра. 
жены друг © другом (являются „злементарио соотватетьей- 


‚оыии" иян,-- как теперь говорят, — томеоморфиыми». 
“3 слишком далеко, если бы я захотея изложить здесь 
эзказательство этой теоремы; я Могу только разъяснять 
‚М3 отдельных зримерах значение обоих чисел вил. 
уставным себе расположенными ряяом шар, коль- 
эевую новерхность м, наконец, 


го. Также и р==0, Во втором случае (кольо меридиан 
$ представляет замыкающееся ав ая порою 
и: разбивает поверхность: но еслы о! уже проведен. то 
який другой замкнутый прорез дейстентельно ралбиюиет 
м ен Это мы и имеем в выду, кога зоворнм, че * 
Ро, Наконец, в третьем примере Р-> 2. как показывиет 
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ава различных меридиння $, ®, гио овному на каждом 
унике). Прибавяяя новые ушки ‘кольца! можно притти) 
к поверхностям с произвольным р, Есяи же мы желаем 
также К числу в дать какое-нибудь отличное от вудя 
зиаченне, то достаточно проделать в этих поверхностях 


# миленьхих дырочек, так называемых „проколов“, о-| 
торые кажный раз дают некоторую ты аинию.1 


Таким образом мы действительно ы 06; 
06а ДЕ ВлиНО можем образовать по 

верхности с любымя значениями ри р. и с иным дояжны| 

быть гомеоморфны все другие поверхности с такими же| 


чалясь от первых поверх. 
иостей по своему ннепгием 


виду. Теория функций дает 
вого примеров таких #о-. 
верхностей, 

Я яолжен разъяснитьени | 
термни „связность“, кото 
рый ввел Рима этим тер- 
ы —_ к _ Мином ом обозначает числе 
22 + ви вазываст соответствующую поверхность Фр: 
сиязной, Боян поверхность одиосвязна ртр, то| 
р ==0, п =1 т. & она гомеоморфяа шару с одимы| 


Рис, 19, 


Ре, 75, 


проходом; тахов шар может быть также непрерывио | 


т расширением этого прокола в плоский диск] 
1 С. з | 
Далее, Риман ивозит понятие 
|= не НОцетееити, т. &. 

ет от одной пограничной точки сна коктурер к лругог | 
такой же точие, О разрезах можно, следовательно, гозо. 
рить только тогда, когда, нействительно, имеются конту. | 


о гечения, которое ве. 


ры, свсдовательно, когда г 3-0, Имоет место такое прел-[| 


яожение: кажщый разрез уменьшает связность на сдненит. 
Так что, в частности, кикаую поверхность с в > 0 можно 
преобразовать в олносвазную при помощи 204-в— || 
разрезов. Если, чапрамер, возьмем кольчевую поверх, 
ность {рве. ТР) с одним прокодом [ртр = |, То можин 
$02208 провести разрез 4, начилакяиейся и оканчнев | 
кицийся в этом проколе, э затем второй разрез дь так. | 
чтобы ом начинался н заканчивался гло-инбуль на пер. 
вом разрезе, проходя по поверхности одинаково с преж: 


р, р, как бы ошн ни отли- 


| 
| 
| 
| 


$ поперечном сеченний 


ВИЗИТЕ РОМЕУЬИЕ НОАЗОЕЛАНЯ Е 


Фним прорезом, ие рэабивающим поверхности. Тогда 
связность действительно умельшится от 2. 13-1 =8 01. 


Чо касзется литературы, по Ацауяе зИы, то сум: 


мирное изложение, околтывыющее не только поверхности, 
во м образы с произвольной протяженностью, дано в 
Энинклопедин математических наук, а именно, в реф 
рате М. Дена (М. Оена} и Гегарда (Р. Неерани, (1 А 
который, правда, наансан очень эбстрактко, Более легко 
читзеное, доступное также и для новичка изложение, 
которое абстрактной теории прелносылаяю бы развитие 
общих илей 

желательно 1]. 


ьфе- 
В 3}, 


было бы весьма 


на простых примерах, 


То, что Апауыв виз находит себе применение в фи- 


У| зике, в частности в теории потенниала, яоляется хорошо 
известных. Но ов имеет тозки соприкосновения таюже 
н 66 школьным преподаванием, а имеоно, в виде эйхе 
рового предложения о многогранниках, © котором 

заклюмение скажу ве ческольно слов. Эйлер Еще 
подметил, что для обыкновенного миогограциика с ияос- 
кими гранями, имыющего Ё вершия, К ребер н Г граней, 


ЯЕ 


всегда оправдывается такое соотвомение: 
Е+Р=К+ 2. 


Если теперь ставем как-анбо взэвыво однозначно и 
непрерыюио деформировать этот многогренник, то в этих 
трех числах, а значит, н в этом равенстве, ничто не из- 
ценится, следовательно, это равенство сохранит снлу и 
} том случае, если Ё, Р, К будут означать числа вершин, 
яоверхностей (граней) и ребер при любом разбиевии 
чаровой позерхности наи вообще какой-нибуль гомео- 
зорфиой ей поверхности, лишь бы только каждая час- 
зинеая область, ("одиь} была односвязна. И вот оказы- 


| вается, что эту теорему легко можно сразу обобщить на 


т бощее повым ызоомоминым яваястех книга В. м, Катей] аи 0, 
Утесциееь Бет "Порою (по сих пор появился В4. 1}. Ве, Зреиисег. 
1959,.-В Энниняолелий мотомитических вдуй векоре долмууий зобявненься 
БеориииеоВьзньЫй фе Тьне е} Во т эх, НПо-рись 
сию мщестся обчарный цоклая ГП. С. Аленсанарова „05 основных направ». 
зенияя сопременщой уополосои“ (Трулы воероссибекоеь съеддя мазена- 
ее 1727) к „Куре удпологны" Эка. Н. Г. Чеботареко Глиеогр, 53, 

ЗАИЬ | 
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поверхности любого ранга. Если какую-нибудь поверх- 
ность, допускающую ровно р не разбивающих ее на 
части прорезов, разделить посредством К конечных ли- 
ний на Р односвязных участков поверхности и если при 
этом образуется Е вершин, то 


Е-+Е=К+2—9р. 


Я предоставляю вам самим подобрать к этому при- 
ты а также найти доказательство или прочесть о нем 
у Дена-Гегарда; имеют место, конечно, еще гораздо более 
широкие обобщения этой теоремы. 

На этом мы оставляем общее учение о точечных преоб- 
разованиях и попытаемся дать обзор важнейших классов 
таких преобразований, которые переводят точки в про- 
странственные элементы иного рода. 


1У. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ИЗМЕНЕНИЕМ ПРОСТРАНСТВЕННОГО 
ЭЛЕМЕНТА 


1, Двойственные преобразования 


Первый такой класс состоит из тех соответствий, ко- 
торые в двумерной области переводят точку в прямую, 
и наоборот, а в трехмерной обменивают точку с плос- 
костью. Я ограничиваюсь здесь первым случаем (плос- 
костью), а во всем остальном следую тому ходу идей, 
который впервые был употреблен Плюккером в 1931 г. 
во второй части его уже упомянутой выше (стр. 101) 
работы „Апа!уйзсп-сеотен1зсВен Епм/сКипееп“. При этом 
исходной точкой является аналитическая формулировка. 

Первая идея Плюккера заключается, как мы уже знаем 
(стр. 104), в том, чтобы провести полную параллель ме- 
жду константами и, 9, входящими в уравнение прямой. 
написанное, например, в форме: 


их + чу=1, (1) 


и рассматриваемыми в качестве „координат прямой“, и 
между обыкновенными (декартовыми) координатами точки, 
а затем построить здание аналитической геометрии двумя 
совершенно аналогичными „взаимными“ Или „дуальными“ 
способами, пользуясь этими двумя видами координат. 


-тнЕ РИ В. 
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Так, на плоскости соответствуют од р о 
изображаемая уравнением 7(^\, у) =0 в тех = 
точки как геометрическое место точек, и т и Ире 
деляемая в координатах прямой ие 8 и 
как огибающая однократно-бесконечного семе но) ыы ый 
Преобразование в собственном смысле, тр ге 
хотим теперь рассмотреть, получается, конечно, 
тогда, когда мы, наряду с рассма- 
тривавшейся до сих пор одной ед 
плоскостью ЕЁ, введем еще вторую “^`--——___ 
плоскость ЕЁ’ и свяжем координаты № 
и, о прямой на ЕЁ с координатами 
х’, у точки на Е’. Самое общее 
преобразование такого типа должно 
быть, следовательно, задано двумя 
уравнениямн: 
п=(х', У’), о=у (м, У), (2) 
т ой точкой х’, у’на плос- 
о Г и на Пе ре 
которой и и ео в (1) этиз 
ний 1 ©. рассмот 
и пример такого а а именно 
преобразование, определяемое уравнениями: 


и=х’, 9=у; (3) 


У раб) 


Рух у) 
Ру 


Рис. 78. 


' ' 

это преобразование относит просто каждой точке х', у 
плоскости Е’ прямую | 
хх уу — 1 (За) 


на плоскость Е. Известно, что это как раз та р 
которая является полярой точки х, у (мы пи о 
гаем теперь, что плоскости Е, Е’ наложены одна 1 дву 
гую так, что их координатные оси Ат по ее 
у 4ентром в на 
к круг адиуса единица с Ц т 
РИ наше преобразование НИ о 
тельно, известным полярным ый, (Ро]атет 
гу (рис. 78). 

\уапазсва_) по отношению к кру . . 

Мы замечаем, что для определения о аа 
вия достаточно вместо обоих уравнений (3) вз Я 
лишь уравнение (За), ибо это последнее предст: 
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Но и обратно, каждое такое уравнение, „биливезрнос“ 
огиосительно х, гих, у, представляет собой чекото- 
е двойственное соотпетстяве между плоскостями Ё, Е’; 
ибо, коль скоро одни из этих пар коорланат фиксировава, 


собой уриннение прямой, соответствующей хажаой точке 
х’, У. Поскольку уравнение {За} совершенно симмет- 
рично относительно х, у, с одной стороны, их", Ус 
другой, то обе плоскости &, Е’ должяы по отьуйенню 
к нашему ны трать совершенио одинако- |’, ©, коль скоро рассматривается фиксированная точка 
ную рояь, т.е, каждой точке на Е тоже должиа со- ва олной из плоскостей, левая часть указанного урак- 
ответствовать некоторая прямая на С°, на сяучае ВЗЯНМ Чцония нвляется зннейвой функвяей от остальных двух 
ного паложения этих плоскостей одной н 108 же Точке соорщинат, так что уравнение изображает некоторую 
дояжна соответствовать одна $ та же прямая независимо руную на другой плоскость, сопраженвую с этой фикс" 
эт того, считаем ли эту точку принадлежащей Е или Е”. Бованиой точкой в лервой плоскосун. ^ 
Ва первого свойства это преобразование в более | 8} Но это соответствие в общем случае ве является 
узком смысле называют дройственным зан дузлистиче- [уже олавыным и определенном выше смысле; а ныенно, 
лы (Чпайвизсй), ввиду же второго -—- вавимьыы {вез ток): | ззанмным оно бужет только в том случае, асли {44} каж 

жно, следовательно. иё разаючан обеих олоскостей | ‘дыме два свмметричных члена имеют одинаковые коэфи- 
просто говорить © сопряженин со всиквы полюсом од- Йэзненты, %, @, если это ураннение имеет анд: 
релелевиой поляры и выразить тогал свойство вааныности | мы о 
уже указанным раньше (стр. 101) образом. : Ахх’ + Ву" + ух’) + СНЕ 59+ 

+ РУчУ) + Е. #) 


за № повоху их он этого преобразования || 
мсчу, что с кривой, оробегаеной на плоскости Ё точ! ны в 
кой х’, у’, мы будем сопрягать согласно ирминину длой- | Опрелелениое таким образом преобразование опять- 
ственности как соответствующий образ кривую па плюс. |72К® хорошо извество из учения о конических сеченнях; 
кости 2. огибающую соответствующие прямые н, ©. |эно выражает сопряжение между полюсом н полярою но 
. вершенно аналогично нашим прежним разъясне- "НО БУСВЫЮ к ковическому сечению 
и >.) фо а „коданиеациях“ можно легко | Ах? 4 ЗВду + Су 20х + 2Еуч- Ё= 0. 
зоказа т сам общее двойственно ответе | 
ит в Всякое такое полирное сопражение явлнется шекото» 
рым двойствениым вадмыным сбответствнем, 

Вслед за изложенным можно непосредственно перейти 


получается, если. обобщил урлывения (3), положить д, © | 
разными общим пробно-линейным функциям отл, ие 
одинаковым знаменателемт | у 
"с |< рассмотрению ощиого существенно более общего класса 
Я ] нреобразовачий с переменой элемента пространства, & 
‘именно класса преобразованный касания или „касательных“ 
Итреобразований (Вени ини отита ое}, 


и | 7 
офи | ыы 
2. Касательные преобразоваиня 
Этн преобразования, назваиные тах Софусом Ли {$0- 
ризы» получаются, если вместо биаинеарного уравне- 


и Зы ° | 
{изя (4а} положить в основу какое-либо уравнение выс- 


Вволя эти выражения для а но в уравнение [1] я ум- 

ножая 06бе его части ма общий знаменатель, волучаем, 
|‘ ней степени отиосительно четырех точек на обенх пло- 
|емостях: Вх м, у} =, ® 


в силу вронзвольности девяти коэфилиентов ау..., в 
Изловлетворяющее, конечно, необхолныым условием зе 


нанболее общее уравнение: 
Вых + дыху" сх + дух’ + ву + 
ув МИ = 148 
явнейное как относительно х, 35 Заки относительно д’, у’. 
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186 ГЕОМЕТРИЧЕСКНЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
гать сопряженной с кривой К на Ё, мы перенесем на 
‚рер! [ рассматриваемый здесь случай общий „принцип огибаю- 
Но Апесих или направляющим уравнением. Для плоско щей“, уже примененный нами при О евы соответ- 
сти все относящееся сюда имеется уже в вышеупомянуто вин: кривой К мы относим ту кривую К’ на плоскости 
произведении (стр. 259—265) Плюккера. Если фиксирой/” которая огибает вс кривые С’, соответствующие на 
вать сперва х, у, т. е, рассматривать рен точку сновании уддвнения © = О\‘дтдельным точкам кривой К. 
Р(х, у) на Е (рис. 79), то уравнение ® = 0, рассматрий таким образом“ ЦИдействиельно получили из направляю- 
Е как уравнение для текущих ие Х, У. ИЗО цего уравнения О такое соответствие между плоско- 
а о определенную и на ПЛОСКОСТИ ями, при котором каждой кривой одной плоскости 

‚ эту кризую. мы сопрягаем с точко как новый эле соответствует опредфленная кривая другой: ибо можно 
мент плоскости Е” (раньше таким элементом была прямая) | ровести такие "нно рас- 


прерывности; это уравнение называют по Плюккеру Аедиа 


Если же теперь фиксировать какую-нибудь точку Р’(х'. \") суждения, исхедя рот, Плоскость в 
ы : -. Й з п, , 
ИБ нЕ из произвольной кривой К’на р ны 
т Сы "< [плоскости Е”. < < 
; ее 1 5 > 
ра Р- | {тобы представить эти рас \^ ц 
а х суждения в аналитической ыы р’ 
х \рорме, заменим мысленно кри- 
х |'ую А многоугольником с 


Их 
Гочень маленькими прямолиней- Рис. 80. 


ными сторонами, — как это для 
цаглядности охотно делают в диференциальном исчисле- 
ини — испросим себя, что будет соответствовать отдельно 
|'зятой одной такой стороне многоугольника. При этом, 
р | ‘онечно, сле всегда иметь в виду предельный перехох 
на Е’, например, какую-нибудь точку кривой С”, то это]. и, та О Ее п ат. 
же уравнение ® =0, в котором мы теперь приписываеми ика следует понимать не что иное, как совокупность 
постоянные значения второй паре переменных х’, у’, очки Ри направления ее движения (направления каса- 
Х, у считаем текущими координатами, определяет неко-И„льной к кривой К в этой точке)— так называемый 
торую кривую С на Е, и эта кривая должна, конечно, | линейный элемент. 

пройти через первоначальную точку Р. Этим мы Устана.й Возьмем в этом направлении, считая от точки Р, не- 
вливаем соответствие между точками Р плоскости Е и < оторую точку Р, (рис. 80) с координатами х+ 4, 
(двукратной бесконечностыю) кривых на плоскости ЕЙ ^ /у, гле Ах, 4у произвольно малы и в конце концов 
а также — соответствие между точками Р’ на Е’ и <й 7 , Чу 

кривых С на Е совершенно аналогично прежнему соот-[“тремятся кнулю, а „„ все время имеет определенное 
ветствию „между точками и прямыми. пачение р, характеризующее заданное направление. 
_ Если теперь точка Р станет двигаться на плоскости Точке Р соответствует на плоскости Е’ кривая С”, урав- 
Е, описывая совершенно произвольную (обозначенную: ние которой относительно текущих координат д’, 
пунктиром) кризую А, то каждому отдельному положе-  леет: О их 7-0 

нию точки Р будет соответствовать определенная кривая ух, у) =0, 

С’ на плоскости Е”. Но, чтобы из этого однократно-бес- 
конечного семейства кривых С” получить на Е” олдну| 
только определенную кривую, которую мы будем счи-М 


Рис. 19. 


в точке Р, — кривая С,’ с уравнением 
(м ах, у-ау; х', у) =0. 


\ 
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Разлагая левую часть последнего уравнения по степе 
ням 4х и ау и принимая во внимание ввиду оконча 


тельного предельного перехода только линейные члены 


получаем для С;’ уравнение: 


90° 
0х 


Э(х, ух, у’) + — ах- ау их (. 


Из обоих этих уравнений (для С’и С,') получаются 


координаты х’, у’ точки пересечения Р’ кривых С’и С,' 


которая в прелеле обращается в точку касания кривой С 
с обверткой К’; эти уравнения можно также, посколь- 


„, ЧУ 
Ку 1: =Р, заменить уравнениями: 


Р(ъ ух, у) =0, | 
Я О | 


ох Году’ Р 
Но кривые С’и С,’ имеют в точке Р’ в пределе об 
щее направление касательной р’ == т, которое одновре 


менно является также и направлением обвертки А” в точ 


- и . 
хе Р’. Поскольку же © == 0 является уравнением криво! 

с текущими координатами сх’, у’, то это направлени: 
касательной определяется нз уравнения: 


ин 00 
чае 8 4" =0 


0х Чу’ ‹ 
или 
0 00 я р 
дх Тду’'Р = 0. 1(3] 
Если, следовательно, из всей кривой К известна 


одна только ее точка Р и направление р касательно! 
в ней, то этим самым определена точка Р” соответствую- 
щей кривой К” вместе с направлением последней в этой 
точке. Говорят поэтому, что наше преобразование отнс- 
сит в силу уравнений (2), (3) каждому линейному эле: 
менту х, у, р кривой на плоскости Е определенный 
яннейный элемент х’, у’, р’на плоскости РЕ’. 

Применяя это рассуждение к каждой стороне апиро- 
ксимирующего кривую’ многоугольника н соответственно 
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х каждому ее линейному элементу, получим на пло- 
скости Е” стороны многоугольника, аппроксимирующего 
соответствующую кривую К’ и соответственно линейные 
элементы этой кривой. Поэтому уравнения (2), будучи 
решенными относительно х’, у’, представляют аналитн- 
чески кривую К’, если только х,.у, р пробегают значения 
координат и направле-` 
ния касательной во 
всех точках кривой К 
(рис. 81). 

Теперь’ становится 
гакже ясным, почему 
Ли назвал эти преобра- 
зования „касательны- 
ми“. А именно, если 
цве кривые на плос- 
хости Е касаются одна 
хругой, то это озна- 
цает не что иное, как 
го, что они имеют общий линейный элемент; но тогда 
и соответствующие им кривые на плоскости Е’ также 
\олжны иметь общий линейный элемент, т. е. общую 
точку с общим направлением в ней. Касание двух 
кривых является, следовательно, свойством инвариант- 
ным при этом преобразовании, на что и должно ука- 
зывать его название. Ли развил учение об этих касатель- 
ых преобразованиях существенно дальше, обобщив его 
для случая пространства; он предпринял в 1896 г., 
`овместно с Шефферсом (С. Зспейегз), снстематическое из- 
пожение этого учения в „Геометрии касательных преоб- 
разований“, но, к сожалению, подвинулся не намного 
лальше первого тома 1). 

После этого краткого изложения теории преобразо- 
наний с переменой пространственного элемента я хочу 
›живить эту теорию хотя бы несколькими наглядными 
примерами, чтобы показать, какое значение эти” вещи 
могут иметь в прикладных науках. 


Пласость Е Прлосйость Е’ 


и, д’ му 
и, 
О 
у 
и и’ 


Рис. 81. 


1) „Сеотеше 4ег Веггипегапьюгта( опен“, Ва. 1, Лейвциг 1896, 
Первые три главы второго тома были напечатаны уже после смерти Ли 
3 „Машетанзсме АппаНеп“, Ва. 59. 1904. 
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3. Некоторые примеры 


Разрешите мне сперва сказать несколько слов о двойст- 
венных преобразованиях и о той роли, какую они играюл 
в учении о форме алгебраических кривых. Присмотримся, || 
как изменяются типичные формы кривых при | 
двойственных преобразованиях, например при | 
взаимном полярном соответствии относительно 
какого-нибудь конического сечения; при этом || 
нам придется, копечно, ограничиться очень | 
немногими характерными случаями. Так, в слу- 
чае кривых третьего порядка, я отмечаю 
сперва тип кривой нечетного хода, которая 
всякой прямой пересекается в одной или 
в трех точках. 

На приведенном эскизном наброске (рис. 82) 
эта кривая имеет одну асимптоту; но из нее 

Рис. 82. — можно сразу получить кривую с тремя 

асимптотами, проективно преобразовывая 
плоскость чертежа таким образом, чтобы какая-нибудь 
прямая, пересекающая нашу кривую трижды, перешла в 
бесконечно удаленную прямую. Во всяком случае кривая 
имеет три вещественные точки перегиба, 
которые имеют особое свойство — лежать 
на одной прямой с. 

При дуализировании (двойственном 
преобразованни) этой кривой получается 
кривая третьего класса, к которой из 
каждой точки можно провести одну или 
три вещественные касательные, Точке 
перегиба соответствует при этом острие, 

Бис. 88. что, конечно, следует себе уяснить об- 

стоятельным размышлением; вы можете, 

‚ между прочим, найти подробное раз- 

витие этнх идей в монх прежних лекциях по геометрии. 

Возникающая при этом кривая третьего класса (рис. 83) 

имеет, следовательно, в целом три острия, а касательные 

в них должиы проходить через одну иту же точку Р” 

которая дуально соответствует прямой г, содержащей 
наши три точки перегиба. 
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рутем 

кривых четвертого класса, 
меющие от двух до восьми 

0стриев и от одной до четы- 

\х лвФиных точек, как эс- 

{изно показано на рис. 85. 
Более детальное Е Рис. 85. | | 

азличных орм алгебран- 

еских и своеобразную прелесть; но. 

й пе могу, к сожалению, останавливаться на этом под- 

фобнее н должен удовольствоваться этими краткими ука- 

ициями 1). Они, однако, достаточно ясно показывают, 


у 


‚Паш ег АБе5сНеп И\евга!е №! еп Кутуеп 4. @гадез*. 
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Аналогичные краткие замечания я сделаю еще о кри- 
ой четвертого порядка н четвертого класса. Кривая чет- 
ртого порядка может иметь форму овала с одной впади- 
Г могут даже встретиться кривые с двумя, 

6тырьмя впадинамй (рис, 84). В первом случае имеются 
ве вещественные точкн перегиба и одна вешествевная. 


<> 


тремя и 


Рис. 84. , 


войная касательная, а в остальных — до восьми точек 
Верегиба и до четырех двойных касательных. Дуализируя, 


оображение, что двойной касательной взаимно соответ- 
К вует двойная точка. Таким 


получаются типы Хх | 


{> 


 Кие! { 15сне ВЧ. И. 
\) Сы, Е. 1е:л, Сезатштеце татетайзсне АБпапиозел, 
В, т {,, $., 99 И., Вей. Зрипеег, 1923; — две работы: „ОБег 


ГЧетапизснсг Е!спел“ и первую работу „Офег еп 
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как наши двойственные преобразования подводят под 
один и тот же закон вещи, которые для наивного прел- 
ставления настолько различны, насколько это толькс 
возможно. 

Теперь я перейду к применениям теории касательных 
преобразований; здесь интересным образом обнаружи: 


‘ии профилям или образующим этих зубцов такой формы, 
тобы равномерное вращение одчого колеса вызывало 
|"оже равномерное вращение другого колеса. Такая по- 
|`тановка вопроса представляетсн, конечно, и в геометри- 
|“еском отношении очень интересной. Я сразу же сообщу 


пажнейшую часть решения эгой проблемы. А именно, 
вается, что идея касательного преобразования, как и боль: 

н одного колеса могут быть выбраны по существ 
шинство идей действительно удачных в теоретическом| а у РА У СтНУ 


| рОязвольным образом, с такимн самоочевидными и обу- 
а е напр: С к 

Е Нот себ на практике Е С ВИ ловленными практической применимостью ограничениями, 
менения и что ее там действительно применяли еще 


как, например, то, что отдельные зубцы не должны сталки- 
задолго ло ее теоретической раз-]“' в. . р, Е де Е убцы нед 

ея заться друг с другом ит. п.; 

работки. Я имею здесь в виду |” т 
С р зубцы же второго колеса ока- 
К, главным образом, старое Учение ываются тогда вполне опре- 
о зубчатых колесах. Оно образует еленнымн. Ия Е Е 

специальную главу кинематики - [^^ | й 


рту из зубцов первого 
общего учения о подвижных меха # я Ур ро 
5 1 низмах, которое, например, для 


‹олеса посредством некото- 
|зого раз навсегда устанавли- 
техники машиностроения р ЕатеНЕВОЕО ПрЕБО- 
центральное значение. К этой же Е. ее 
кинематике принадлежат и те пря- |, ° будет достаточно 
р краткое пояснение хода 
Рис. 56. недавно имели. К кинематике тож‘ Мыслей, призедшего к этой рик, 87. 
относится то, что я уже не раз” у 
= . Е . |"вореме, ве останавливаясь 
олжен был говорить в этом курсе: я могу здесь, конеч ге : : 
нь р ош а из кой О аельной р ма Неее Е 
: ; Е 'то все зависит только от относительного движения обоих 
дисциплины и на простых примерах, по возможности более "7" , 
‹олес. ) этох читат прим что первое 
наглядно, выяснять их смысл и значенне. Разобраться же и. ре а. р Е Ю, и. 
в подробностях после этих набросков вы должны стараться ||”, р . 
своег ца" го ДВ Ж вокруг А.. 
сами, пользуясь специальными курсами; в качестве, глав- |`°оеГо вращательного движения кружит еще руг А 


ного средстия для оршентиронки во всей области йтема [РИ Этом Каждая точ неповвижно соединены с К 
тики я рекомендую относящийся сюда реферат А. Шен- с : : леса 
„}- лонду (рис. 87). прич-м эта последняя лнбо будет 
лиса (А. ЗсНбпЙ!е$) в, Энциклопедии математических |" ЦИКЛОН ы 
—. (ТУ, 3),который г также обильные сведения о бога." тЯнутой, либо будет иметь острия, либо делать петли, 
тейшей литературе этого прелмета о - смотря по тому, лежит ли рассматриваемая точка вну- 
Задача конструкций из зубчатых колес заключается РИ; На или вие периферии колеса А,. Таким образом 


каждой соот- 
в переносе равномерного движения с одного колеса нт'\\ЖАОЙ точке подвижной плоскости колеса К, со 


Е — тствует определенная кривая на неподвижной плос- 
другое. Поскольку же при этом должны б! е ую 
а ту Е й о перенесеНИ В сти колеса Ю;; если к уравнению, осуществляющему 


также и силы, то недостаточно заставить катиться одной 
вэг `вет ат к пособ 
колесо по другому (рис. 86), а необходимо еще снаблит' |`'о Соответствие, подыскать по вышеуказанному с у 


касат а НЕ У й т 
одно колесо выступами, зубцамы, которые .входнли бы каса гельное преобразование, то как раз и получается то 
в выемки другого. Поэтому задана заключается в прида.М `Рактерное для зубчатых колес касательное преобразо- 

. ая ; Вила ные, которое мы нмели в виду. А нменно, легко убе- 


13 


Ф. Клойи. Элементарная математьКа 


194 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАННЯ ТЕОРИЯ МНИМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 195 
| 
диться в том, что две кривые, соответствующие дру! | 
другу в силу такого преобразования касания, действи- второй же модели эти профили состоят из дуг циклоид. 
тельно катятся одна по другой во время т Я надеюсь, что этим я дал вам по крайней мере перво- 
движения колес. ^ \ачальную ориентировку относн- 
Наконец, еще несколько слов о том, какой вид при-Рельно тех проблем, о которых идет 
нимаег намеченный здесь теоретический принцип приуечь в учении о преобразованиях 
практическом конструировании зубчатых колес. Я приведу: переменой элемента пространства; 
только простейший случай так называемого цевочногоеперь же, перед тем как совсем 
или прямобочного зацепления | ТнерзюсКуегганпипя). Здесыставить этот второй раздел, трак- 
зубцы колеса А, являются просто точками (рис. 88) или, ующий вообще о преобразованиях, 
вернее, так как точки не дали бы 


не остается остановиться еще Рис. 83. 
(+) никакой передачи снл, маленькими 


развертки) которых являются, следовательно, кругами; 


в виде приложения на одной важ- 
круглыми цапфами или шипами№ой главе, которая не должна отсутствовать в энцикло- 


так называемыми цевками (ТиеБ-йедии геометрии, а именно на пользовании мнимыми 
$ске). Кажлому такому малень-Флементами. 
кому кругу соответствует при ка- , 
вех преобразованни некото-] У. ТЕОРИЯ МНЯМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
рая кривая, которая очень мало’ Учение о мнимом, как известно, получило свое разви- 
В отличается от эпициклоиды, аВие прежде всего в алгебре и анализе, в особенности 
РИС. 88. именно, является кривой, парал-в учении об уравнениях и в теории функций комплексного 
лельной к ней и отстоящей отшеременного, где оно отпраздновало свои величайшие 
нее на длину, равную радиусу цевки. По этим кривымйриумфы. Но вскоре и в аналитической геометрии 
и катятся наши кружки при вращении колеса К5; этимачали придавать переменным х, у комплексные значения 
кривые, следовательно. образуют фланки тех зубцов, кото- 


К =, М, У=у +04), и присоединили, таким образом, 
рые должны быть насажены на ^Ю,. чтобы за них зацепля- действительным точкам широкий класс комплексных 
лись круглые зубцы, цевки, колеса Ю,. 


очек, не связывая сперва эту терминологию, взятую из 
На модели, которую я здесь показываю, вы, действи- ёнализа, с каким-либо геометрическим содержанием в соб- 
тельно, видите, как начальные дуги этих кривых реали` 


‘твенном смысле слова. 
зованы в профилях зубцов колеса Ю, — каждая дуга такойй 


| Польза таких нововведений должна, конечно, заклю- 
величины, чтобы всякий раз один зуб зацеплялся вследфаться в том, что они делают излишним то различение 
за другим. 


Фтдельных случаев, которое становится необходимым, 

Здесь у меня имеются модели еще двух зацепления сли ограничиться действительными значениями перемев- 
которые также очень часто применяются на практике ых, и дают возможность высказывать общине теоремы, не 
а именно, —эвольвентного и циклондного зацеплений \\} опускающие никаких исключений Совершенно аналогич- 
У первой из них, —я буду здесь очень краток, — профили ые соображения привели нас уже в проективной геометрии 
зубцов обочх колес состоят из эвольвенг (развертываю-й введению бесконечно удаленных точек, а также запол- 
щих) круга (рис. 89), т. е. из кривых, которые обзазуютсЯйяемых ими бесконечно удаленных плоскости и прямых. 
при разматывании с круга натянутой нити и эволютыйТ в перзом и во втором случаях мы делаем то, что до- 
Е =: фольн, удачно называют „присоединением (А@ипКНоп) 

*) Все эги модети сконструированы Ф. Шидлингом (В. ЗсвИНие) собственных точек" к собственным, наглядно восприни- 
продаются у. М. Шиалинга в Лейпциге. земым точкам пространства. 


13- 


ТВОРЫЯ МННМЫХ ЗУЕМЕНТОВ 19? 


в вуль все коэфициенты того кивдрииого уравения, 

слелозательно, положим, чтобы оставатьси вока чтоб ны ранние, Вых боле а оиро 

в премелах одной плоскости, Ху: = зи и будем 20 ыдания получ той, ОНО, вЫ В бели. моя 

пускать для $ % е также и комиленсвые значення. СН ый фа том случе, Зы м рок 

стему же энанений 0, 0. 9 мы неключаем, | о р иж ЗЫ уравнений 
Рассунтривая пре этих условиях, панример, олкорол "О АРСТВЧ ЗЧИЕТЕЕЕ В 

ное кродрытное уравнение | Дл бы. ый 


Е ЗАвама + СА ры +266 +50, ‚мин ды 


мля назовем совокупность всех как яействительных, та. г ; = ПО 
в кожолексных систем значений &, 4 <, ему узовлетвортю | В ЛАЗЬИЕЙШеи, ны озоном р 
аих Гнезибикичо от зоо, представляют ди син конечшьк РОВ вое Эти поле и оды ну рб 
лы бесковечию ужаленные точки, кривой второго норклка | СУШеСТВу вещей халаются триомальныыи. 1 ри таком усло- 
Очень часто такую совокупиюсть назылеют оросто коне 8Я МЫ Имеем право, восходя, изпунмерь к рассмотрению 
чееквя сечением, но это пазоапне может омовать нено)ЗАУХ Кривых второго порядка, высказать творену © том, 
разумения, если ве у людей знающих предмет, 10 умно! ЧТО ФИМ востяа пилот ровно четыре оскиие точки. 


тих нгоривыкиих к применению мнимых элекентов; вел Боблем теперь в терь рем 
ОНредояениця такию образ я колья можт, например, 1 есные значения а оласанния 00:6, 

М ВИ ОВ ЕО Е { Совокупность решений одного линейного наи соответст- 
|] венно коздратиого одиеролнаго уравнения относительно 
этих четырех переменных назовем тогда поворхвостью 

|} первого порядка плоскостевю) или соответственно поверх- 
азстьо второго норэлка. Тогда опять-таки, если отбро- 
«ить тривиальные исключения, имеет, вообаме говорит, место 
а теорева, что позорхность второго порявка пересекоется 
< паоскостыю по кривой второго порядка и что дое поверх» 
ности второго порядка пересеюмотся по пространствен- 
э0й криоой четвертого порядка, которая в спою очерезь 
яве со зелной плоскостью четыре общих 1052 При эти 
чего не уоворится © том, ныеют ли эти нриные пересе- 
| чения дейстонтольные ветён или нот, лежат ян ови 
|» конечном расстодины ияа в бесконечности, 

И вот ужев 1822 г. Повоеле в своем зышеуномянутон 
срактате „О проективных свойствах фигур" 
|{.ТеЗН8 42$ ори» реоросиех оз Ииигов"} прамення 
ЭТИ поитня © крена М мебраеь правая, сы ве пользованся 
| одвороднымн котримнатами и обусловленными вым та» 
зыми анаянтическияи формтанровканы, а следовал больше 
своему сильному чувству гезметрической непрерыноств. 
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Мы выполним теперь оба присоединения опновременно, 
Для этого весдем, нак и раньше, одпоролные координаты) 


ап =0, 


которое бужем считать опрепеленнем ирисой перво 
порллка, 1. е. прямой ливни. Этн дв уравоения имер 
ровау дай общих решения в вихе троек Е:щет, т. ©, вс 
кая ириная первого порадка и всякая кривая сторо 
пойдя ка осегди „перосеклются“ ровно з двух точках, юото 
рые носут, конечно, бмть ваществениымй или компаеко 
ными, конечоьная или бесконечие удаленный, разд 
ными ман совнадавишимя, Ион Это, конечно, мысаишя 
зырожялиющиеся саучан, которые привовят к нсключ 
визы из этой тторемы. Есян левая часть уравцения {1 
распалается ка ла линейные множителя и если оды 
#2 ние илентечьн © левой частые урабюения (2), иныы 
Слован, если кривая второго обряяка является „паре 
арявых”, одна №3 которых соввалает с прамой 
То вежизя точка этой последней булет общей зочкой 
‘обоих образов). Это сводится к тому, что обрааниотся 


„Я чз 


; ое!) *. 
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Будем исхолить для ознакомления с его замечательными конечным, как это мога» бы казаться иа первый взгляд, 


‚ результатами в точной форме из уразненёя круга: — |0 имеет форму У»+я и... =. и в силу этого 


Иа О-рыЯ, | аказывается неопределенным; меняя харектер предельного 

которое зашишем в охворолных координатах: | перехода к циклическим точкам, этому расстоявню можно 
уе ый  арилать произвольное {наверел заданное) значение, 

вор ву-не 0, Точно так же является м ы росстовне 

пресечение этого к ‹ басконечиь удаленной пря. М®ЗИЧЕСКИХ точек и отвсякой (лругой} конечной точки 

МОЙ +=0 Нечетные | 35 же самое имеет место для расстояния между любой 


точкой мнимого круга сфер р ®. принадлежощего бес» 
зовечно уаалениой взоскостн} и любой конечной точкой 
: } | пространство. Этому нисколько не приходится уднедяться, 
в В этих урмиюниях отсутствую коястанты > ыы м адь раком требовали от икаячеСКИх то 
аа ть первоначально заланаый «рус, ] чек, чтобы они нахолились ий расстоянии ^ от некоторой 
ие ее Юй круг пересекается с бесконечио удален хонечиой точки {лежали ма круте раянуса г © иентром 
+ прямой в одних и тех же двух постоянных точках в этой тойке, где г может имёть произвольно заданное 
Неа 1=0 | заачевнее и были также бесконечно удалены от этой 

вЫ ; последней: это кажущееся противоречие наша авалитиче- 
которые кратко называют (милимыьги) круговыми или цик| скэя формула может уничтожить лун, там, что ояа яри- 
анческиюи точками (Кейзрияме}. Совершенво таким ж водит к полученной выше неопределеняости. Эти простые 
образом выводят, что в пространстве все шары пересё] пезщы следует себе раз навсегло влоне улекить, тем более, 
кают бескопечно удаленную плоскость по одному и ТОМИ что © инх часто говорят и пышут много неправильного, 
жх ыиимому коническому сеченико: Циканческие точки н круг сфер дают вобможность 
22 =б, 10, в очень ьраенной форме включить теорню кругов в им- 

которые называют такие просто (инвазии) кругом 


ров в ООидию теораю геометрических образов второго 
фей порядка, тогжа как при элементарном изложении получа- 
ется ряд кажунихея расхождений, Так, в элементарной 
анзянтичесной геометрив осетда говорят только о двух 
 точких пересечения двух кругов, так как исключение од- 
вого веизаестного из нк уравнений вриволит чишь к ивад- 
ратвому урзриенню. С нашей же точки зрезия волкие 
ява круга имеют обилини еще я лежаие на бесковечно 
удаленной прбмой обе циканческие точки, которых ие 
прумемает во внамание элементариое изложение таким 
образом мы действительно орахолим к четырем точкам 
попесечения, требуемым упомянутой общей теоремой 
$ двух кравых этороио поряхка. 

Совершенно анажогнчно этому всегда говорят в пер», 
зую очередь только об олном вруге, по которому пере- 
зекаются иоа взра и который может быть как действие 
уельным, так и инимым: теперь, олнако, мы знаем, что 


Занято имеет место также и обратиая теорема Вел 
хая кривая второго порядка, проходящая ч-реё обе пик 
янчёские точки бесконечно улалениой примой в ее плос 
кости, есть, зруг, и всякая поверхность второго порядия 
уересскающан бесковечно удлаенную плосность по ини 
мому кругу, есть шарф, так что злесь мы ныеем деве 
с раны свойствами круга и шара. 

Я намеренно ше сназая: „бесконечио учлленные* дикл 
Зескне точки м „бескомочно удаленный” мнимый круг 
как эта часто делают, А имение, расетовене плклически 
точек от начала координат ие лвляется опрелоленыо бес? 


3 Юозориу заоаик «нюнЫЙ круг в бескомечноелие: РооиеР 
фозипужевому козе ваатиие 3 } ость 
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согласно нашей общей теореме. 


В дополнение к этому я хотел бы еще сказать не- 
сколько слов о так называемом мнимом преобразовании. 
Под этим названием понимают 
коллинеации с мнимыуи коэ- 
фициентами, которые преиму- 
щественно интересующие нас 
мнимые точки переводят в дей- | 


ствительные точки. Так, здесь 
в теории циклических точек 
применяют с большой пользой 
преобразование: 


Р=ё Т=И, т=т 


ибо оно переводит уравне- | 


Рис. 90. 


ние В -- 1?=0 в уравнение 


#2 —12=0, а потому цикли- | и 
|стадни в развитии его теории, к краткому изложению- 


ческие точки #:1/ = Е ь х=0 превращаются в действи- 
тельные бесконечно удаленные точки: 
Е: 1’ =-1, т=0; 

это — бесконечно удаленные точки обоих направлений, 
наклоненных к осям под углами в 45°. Все круги пере- 
ходят, следовательно, в конические сечения, проходящие 
через обе эти вещественные бесконечно удаленные точки, 
а это просто — всевозможные равносторонние гиперболы, 
асимптоты которых образуют с осями упомянутые углы 
в + 45° (рис. 90). Пользуясь образом этих гипербол, можно 
себе наглядно уяснить все теоремы о кругах, что явля- 
ется чрезвычайно удобным и полезным для многих це- 
лей, в особенности также и для аналогичных рассуж- 
дений в пространстве. В рамках этого курса мне прихо- 
дится, однако, ограничиться сделанными замечаниями: 
более подробное развитие этих идей дают, обыкновенно 
в курсах и книгах по „проективной геометрии“. 

озникает вопрос, нельзя ли подойти к этим мнимым 
точкам, плоскостям, коническим сечениям и т. д. также 


ТЕОРИЯ МНИМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 201 


в бесконечно удаленной плоскости все шары имеют, кроме |с чисто геометрической точки зрения, не исторгая их на- 
того, общий мнимый круг и что он дополняет первый | 
конечный круг до той пространственной кривой четвер- 


того порядка, каковой должна быть линия пересечения 


сильно — как это мы делали до сих пор— из формул 


| анализа. Более старые геометры — ви Понселе, ни также 


Штейнер — не достигли в этом отношении еще ясности; 
для Штейнера мнимые величины в геометрии все еще 
являются „привидениями“ (Сезреп$ег), которые, находясь 
как бы в высшем мире, обнаруживают себя своими дей- 


| ствиями, но о сущности козорых мы не можем получить 
| ясного представления. Впервые Штаудт (у. ${1аиай) в своих 
| уже названных раньше сочинениях „Геометрия положе- 


ния“ 1) и „Добавления к геометрии“ *) полностью разре- 
шил этот вопрос, и его идеями нам следует еще немного 
заняться, Впрочем, эти книги Штаудта читаются очень 
трудно, ибо он развивает свои теории дедуктивным путем 


| сразу в их окончательной форме, не ссылаясь на анали- 


гические формулы и не делая индуктивных указаний. 
Удобным же для понимания является всегда лишь 


| генетическое изложение, которое следует пути, пройден- 


пому предположительно автором при возникновении его 
идей. 
Двум работам Штаудта соответствуют две различные 


которых я теперь перейду. В работе 1846 г. речь сперва 


| идет только о произвольных образах второго порядка 


с вещественными коэфициентами, я говорю „образах“, 


| так как не хочу фиксировать числа их измерений (прямая, 
| нлоскость вли 


пространство). Рассмотрим, например, 
кривую второго порядка на плоскости, т. е. какое-нибудь 


| вадратное уравнение с вещественными коэфициентами 
| однородное относительно трех переменных: 


АЕ Ва + Сп? + 20 + Ета + Е? =0. 


Для аналитического исследования является в таком 


| ‹‘лучае совершенно безразличным, имеет ли вообще это 


уравнение вещественные решения или нет, т, е. имеет ли 
кривая второго порядка действительную ветвь, или же 
состоит из одних только мнимых точек. Вопрос заключа- 
ется в том, какие именно наглядные представления чис- 


т) Мишету 1846, 
*) Мигпьего 1550--1980. 
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тый геометр должен связывать с подобной кривой в этом| вещественные точки. Точками пересечения х-оси с кривой 

последнем случае, как он должен определить такую кри-] являются обе точки, соответствующие каждая самой себе 

вую геометрическими средствами. Тот же вопрос возни-|В этом полярном соответствии, его так называемые основ- 

кает и в одномерной области; когда речь идет о пересе-| ные точки (Сбтип@ или Ог4пипезрипКе). 

чении кривой с какой-нибудь прямой, например с х-осью:| Они могут быть вещественными или мнимыми, но во 

1 = 0; тогда точки пересечения — безразлично, будут ли| ВСЯком случае вопрос о них представляет лишь второ- 

они вещественными или мнимыми — получатся из урав-| степенный интерес, а на ‘первый план выдвигается опять- 

нения с вещественными коэфициентами: | таки полярное соответствие, как всегда, вещественный 
| представитель этмх точек. 

АВ 20% + Ре = 0, 


ё # 
и вопрос в том, можно ли со случаем комплексных кор] 


Каждые две точкн (-, =)», взаимно сопряженные в 
ь подобном одномерном полярном соответствии, называют 
ней связать какое-нибудь геометрическое содержание. 
Идея Штаудта заключается ны а ВЕ Я Дезаргом (Резагацезь при этом различают два главных 
Он рассматривает вместо кривой второго поряд типа таких инволюций в соответствии с тем, являются 
ли основные точкн вещественными или мнимыми, и про- 
выше (стр. 185) говорили, т. е. взаимно двойственное ы В 
соответствие, изображаемое уравнением: нас здесь главным является само понятие инволюций; 
АЕ’ + Вт’ -- Ея) + Ст + (+ Е) + | различение же отдельных случаев, т. е. вопрос о природе 
корней квадратного уравнения, имеет лишь второстепен- 
В силу вещественности коэфициентов это исключи] Хотя эти рассуждения, которые могут оыть, конечно, 
тельно вещественное соотношение, относящее каждой непосредственно перенесены на три измерения, и не дают 
действительной точке некоторую действительную прямую] еще толкования мнимых элементов, но зато —что каса- 
нет. Но полярная система со своей стороны вполне опре] зрения, стоящая выше разлеления на вещественные н 
деляет кривую, как совокупность точек, лежащих нф мнимые элементы. Каждый образ второго порядка изобра- 
своих собственных полярах, причем каждый раз остаетсЯ жается некоторой вещественной полярной системой, и с 
в вещественной области. Но во всяком случае полярна рически точно так же, как аналитически — с: веществен- 
система всегда является вещественным представителей ными уравнениями этих образов. 
определяемой уравнением кривой второго порядка, Поясним это на примере. 
теля во главу исследования вместо заданной нам криво! в силу предыдущего некоторая полярная система на 
Пересекая нашу кривую х-осью, т. е. полагая 1 и 4] плоскости; присоединим к ней еще одну какую-нибудь 
равными нулю, совершенно аналогично получаем на этой прямую. Здесь непосредственная интуиция подсказы- 
ное соответствие, которое изображается уравнением: | в зависимости от того, имеет ли вообще кривая ве-. 
щественные точки или нет и пересекается ли она 
34 =’ [$ И =, 
А" + Бе’ +4) + А’ =0, в первом случае с прямою в вещественных точках или 
и всегда приводит во взаимное соответствие по дз 


парой точек „инволюцин“ — выражение, введенное в ХУИ в. 
ветствующую ей полярную систему, о которой мы уж 

| межуточный случай, в котором они совпадают. Но для 

о ао | ный интерес. у 

независимо от того, будет ли кривая действительна илй ется образов второго порядка — установлена общая точка 
открытым вопрос о том, существуют ли такие точкй этими полярными системами можно оперировать геомет- 
оказывается целесообразным поставигь этого представи Пусть дана некоторая кривая второго порядка, т. е. 
оси некоторое одномерное всегда вещественное полярй вает пам возможность очень многих различных случаев 

чет. Но во всяком случае наша плоская полярная 

>. 
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система определяет на прямой 2 (рис. 91) некоторую 
линейную полярную систему, т. е. некоторую инволю- 
цию: каждой точке Р прямой 5 соответствует поляра р’, 
а эта последняя пересекается с & в некоторой точке Р’; 
точки (Р, Р’) и пробегают 
ту инволюцию, о которой идет 
речь. Дополнительно можно 
поставить вопрос об основ- 
ных точках этой инволюции, 
о том, будут ли они вещест- 
венными или мнимыми. Этим 
мы выразили в геометрических 
терминах как разто, к чему мы 
пришли в начале наших разъ- 
яснений, исходя из уравнений. 
Применим теперь эти рассуждения, в частности, к мни- 
мым циклическим точкам и к кругу сфер. Выше мы ска- 
зали, что два произвольных круга пересекают бесконечно 
удаленную прямую в одних и тех же двух точках, а именно 
в циклических точках; геометрически это будет теперь 
означать, что полярные си- 
стемы этих кругов обра- 
зуют на бесконечно удален- 
ной прямой одну и ту же 
одномерную полярную сн- 
стему. т. е. приводят к од- 
ной и той же инволюции. 
В самом деле, если приве- 
дем (ср. стр. 101) касатель- 
ные к какому-нибудь кругу 
низ бесконечно удаленной 
точки Р,то поляра р, этой 
последней, будучи линией 
соединения точек касания 
касательных, исходящих из 
Р, оказывается перпендикулярной к их общему направ- 
лению (рис. 92\. А так как все прямые, прохолящие черег 
одну и ту же бесконечно удаленную точку, параллельны 
между собой, то и поляра р, той же точки Р, взятая 
по отношению к какому-нибудь другому кругу, будет 
перпендикулярна к тому же самому направлению, чтс 


Рис. 91. 


Рис. 92. 
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и р. а значит, — параллельна прямой р; другими сло- 
зами, ру и р. в свою очередь пересекают бесконечно 
удаленную прямую в одной и той же точке Р’. Итак, 
полярн зе системы всех кругов образуют в пересечении 
с б-сконечно удаленною прямою — таков наш результат — 
одну и ту же полярную систему, тах называемую „абсо- 
лютную инволюцию“, причем точки каждой пары этой 
тоследней, рассматриваемые из любой конечной точки, 
всякий раз видны в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях. 

Переведем эти рассуждения на язык анализа. Исходя 
из однородного уравнения круга: 


(Е — а*)?- (1 — 6<)* — 72ч? == 0, 
или 
+? — За — Эбще-- (а? 4 08 — 7)? =0, 


получаем соответствующее полярное соответствие: 


та" — а — 6 (лет+ (а — п)’ =0; 


отсюда мы получим соответствие, устанавливаемое на 
бесконечно удаленной прямой, если примем т==<' == 0: 


ЕЕ и" == 0, 2 =0. 


Эти уравнения действительно не зависят от констант 
а, 6, г, характеризующих исходный круг. К тому же, как 
учит аналитическая геометрия, две прямые, идущие 
к точкам $ 1, Ои!, т, 0, оказываются в силу первого 
из этих уравнений взаимно перпендикулярными, так что 
мы действительно снова приходим к высказанной выше 


теореме. 
Совершенно аналогичные соотношения имеют место 


аля шаров в пространстве. Все они создают на беско- 
нечно удаленной плоскости одно и то же, так называе- 
мое абсолютное полярное соответствие, задаваемое урав- 
нениями: 


1—0, 


Е’ - С’ =0, т=0, т’ == 0; 
а так как из пепвого из этих уравнений следует, что 
направления #:7:С и #:\’:С’ взаимно перпендикулярны, 
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то каждой бесконечно удаленной точке Р соответствует 
при этом та бесконечно удаленная прямая, которая засе- 
кается (на бесконечно удаленной плоскости) плоскостью, 
перпендикулярной к идущему к Р направлению. Это 
дает нам вещественный геометрический эквивалент теорем 
о мнимом круге в бесконечности. 

Можно, конечно, сказать, что эти рассуждения пред- 
ставляют скорее обход мнимого в геометрии, чем его 
истолкованне. Действительную же интерпретацию отдель- 
вых мнимых точек, прямых и плоскостей Штаудт дал впер- 
вые лишь в своих „Добавлениях“ („Вигаое“) 1856—1860 гг. 
путем дальнейшего развития изложенного выше подхода. 
Я разъяснить вам и эту интерпретацию, так как 
она по сути является чрезвычайно простой и остроумной 
и только в абстрактном изложении Штаудта кажется 
крайне странной и трудной. При этом я во всем буду 
следовать тому ее аналитическому изложению, какое 
дал Штольц ($1012) в 1871 г. 1), Штольц, бывший тогда со 
мною вместе в Гёттингене, прочитал всего Штаудта, чего 
Я сам никогда не мог выполнить. Из бесед со Штольцем 
Я и познакомнлся с различными, очень интересными так- 
же и в других отношениях идеями Штаудта, над кото- 
рыми я впоследствии много раз сам работал. В нижесле- 
дующем я снова остановлюсь только на важнейших чер- 
тах хода идей Штаудта, не приводя полностью всех де- 
талей; при этом будет совершенно достаточно ограни- 
читься случаем плоскости. 

Начием с предположения. что нам задана некая мнимая 
точка Р своими тремя комплексными коордннатами & т, т, 
разлагая их на вещественную и мнимую части, пишем; 


(й 


Зададимся целью построить некую вешественную фи- 
гуру, которая давола бы истолкование этой точке Р. при- 
чем связь этих двух образов должна быть проективной, 
т. е, выражаясь точнее, не должна нарушаться ни 
прикаком вещественнюм  проективном преобразованин. 


ф=Б-+йь Те, Йь, чей, 


Ч „О пеотешвсне Зеа Иыпя Чег Котрехеп Еетепе ш 4ег апа- 
Туй5еВеи Сет ше“ („Геометрическое значение мнимых элементов влна- 
литической геометрии“), „Ма ета изене Аппаел“, ВЧ. 4, $. 416, 1871. 
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Первый шаг в указанном направлении заключается 
в том, ЧТО мы: 

1) фиксируем внимание на тех двух вещественных 
точках Р,, Р», однородными координатами которых слу- 
жат вещественные и соответственно умноженные на — 
мнимые/ части (что дает коэфициенты при #) заданных 
координат точки Р: 


Ру: \ь» тв; (1а) 

Эти две точки различны, т. е. не имеют места равен- 
ства $ :%1:1=6:%:т» ибо в противном случае, т, х 
относились бы между собой как три вещественные вели- 
чины и изображали бы поэтому вещественную точку. 
Поэтому точки Р,, Р»› определяют некоторую веществен- 
ную прямую 2, уравнение которой имеет, как известно, 
вид: 


Ру: та» тэ. 


о 
Я я | =0; 


$2 12 та 


(2) 


на этой прямой лежит как заданная мнимая точка р; 
так и ее „комплексно-сопряженная точка“ Рес коорди- 


патами: 
(0) 


О 
гак как обе тройки координат (1), (1) удовлетворяют, 
очевилно, уравнению прямой (2). 

2) Конечно, построенная таким образом пара точек 
Р, В, ни в коем случае не может служить веществен-. 
ным представителем мнимой точки Р, ибо она весьма 
существенным образом зависит от самих отдельных зна- 
чений + т, т, тогда как точка Р характеризуется только 
отношениями этих чисел. Следовательно, получится та 
же самая точка Р, еслн мы вместо &Ё т, т напишем их 
произведения: 


й = ма — рав + о, + рЬ), 
РТ = ру — эт» Е (рта - рат), 
рт == рт, — рата + # (рыли + рах2) 


ЕН Й, п= 1 — йь т=—й 


(3) 
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на произвольную комплексную константу: 
== р1-; 


но тогда, разделяя вновь вещественную и мнимую части, 
мы получим вместо точек Р; и Р, уже другие веще- 
ственные точки Р; и Р, с координатами: 


нменно, тогда будем мы иметь: 
для Ру: = + №: + А: - А 
1 (35) 


о те. а я 
дия Р.: 1:1 = 5 — В: — ха 


4) Из этих формул можно далее легко заключить, что 
рн переменном ^ точки АР; и Р. как раз пробегают по 
ем парам точек некоторой инволюции на прямой 2. Ибо 
и введении на прямой © системы координат одного 
мерения однородные координаты каждой точки №, или 
ответственно Р, оказываются, как известно, целыми 


ннейными функциями параметра ^, == ^ или соответствен- 
Х, == —+ уравнений (35). Поэтому уравнение», - ^, = —1, 
язывающее между собой оба эти параметра, устана- 


нвает некоторое симметрическое билинеарное соотно- 
ение между линейными координатами точек Р; ин Р,, 


этим в силу определения на стр. 205 и доказывается наше 


Ра’: р — раз: Руа — Ра : рита — эта, 


Рус се’ = рай + ра: рама -Ё бита: роза + рить. {08 


Рассматривая совокупность всех пар точек 2, Р. 


получаемых таким образом при всевозможных значениях 
ра» Р», мы ириходим к некоторому геометрическому образу, 
для которого имеют значение 

т в ео только отношения $: 4: т, т. е. 
только „геометрическая“ точ- 

Рис. 93. ка Р, и который поэтому 

вполне годится быть предста- 

вителем для Р. Кроме того, связь этого образа с Р 


является действительно проективной, ибо при любом зерждение. 

лннейном ео преобразовании величин 1, 7, тих} 5) Основные точки, т. е. соответствующие самим себе 

компоненты Ть чи, 1%, т ПОДВ чеви м 1 
пе № “а подвергаются, очевидно, Вии этой инволюции, получаем при А = — »›» следова- 


тому же преобразованию. 

3) Чтобы теперь исследовать ближе геометрическую 
прнроду эгой совокупности точечных пар, заметим прежде 
всего, что, каково бы ни было р, точки Р,, ВР, всякий 
раз лежат ча прямой Р, Р,.(рис. 93), ибо их координать 
удовлетворяют, очевядно, уравнению (2). Далее, когда 
р пробегает всевозможные комплексные значения, т. е. 
когда ра и (» принимают всевозможные вещественные 
значения (причем их общий вещественный множитель не 
имеет существенного значения), то Р’ пробегает по всем 
вещественным точкам прямой &, а Р, всегда ирэдстав- 
ляет собой какую-то другую вещественную точку той же 
прямой 2, охлнозначио сопряженную с первой; в частно- 
сти, при р: =1, рз==0 получаются в качестве сопряжен- 
ных точек точки ВР; н Р.. Это сопряжение сделаетс; 
более наглядным, если ввести отношение: 


Е: 


р 


льно, при А== --& обе они оказываются мнимыми, 
именно, одна из них совпадает с нашей исходной точ: 
и Р‚ а вгорая является комплексно-сопряженной с ней 


чкой Р. Пока что мы п ›ишли, таким образом, всего лишь 
новому изложению старых штаудтовых идей. Наряду 
точкой Р мы ввели в рассмотрение точку Р, которая 
›1олняет точку Р до некоторого одномерного образа 
орого порядка, определяемого некоторым веществен- 
!и квадратным уравнением, и построили в качестве 
щественного представителя этого образа соответствен- 
‚о инволюцию. Замечу еще, что такая инволюция будет 
‚лне определена, если известны две какие-нибудь пары 
точек, например Рь, В. и Р,’, Ру; для того же, чтобы 
‘новные точки этой инволюции были мнимыми, необхо- 
1\0о н достаточно, чтобы эти пары точек находи- 
С В „скрещенном положении“, т. е. чтобы одна из 
чек Р,’Р,’ находилась между Р, и р» а вторая вне 
грезка Р, Р,. 


+. Клейы, Эхомемтерная математика 4 


= —^, 
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6) Для полного решения нашей настоящей задачи на; 
нехватает теперь еще только средства, позволяющег 


превратить этого общего представителя двух точек Ри 


в представителя одной только точки Р (или только точки Р. 
Штаудт нашел такое средство лишь в 1856 Г., ПОЛЬ 
зуясь одной очень красивой идеей. А именно, точка Р, 
с координатами 


ние между |-Ё и—{ тем, что мы различаем положитель- 
ный и отрицательный пробег (ВигсН!аи п?) вещественных 
^-значеннй. Вместе с тем мы получили, в конце концов, 
следующее правило для однозначного и проективно- 
инварлантного построзния вещественной геометрической 
фигуры, представляющей мнимую точку 


а = т, - а: т, -- а. 
ВМ: + №: в + М 

пробегает прямую ^ в одном, вполне определенном напра 

лении (или „в определенную сторону“) (рис. 94), если заст 

вить А пробежать от нуля по всем вещественным полож! 

тельным значениям до -- сои затем через все отрицательны 


Строим точки РЁ: 9, :т,) и Р, (&:1 :*5), соединяющую нх 
прямую & ин ту инволюцию точек на прямой < (или соот- 
вегственно еще одну пару ее точек), в которой точки 


РУ + Масть + Миг,  №мэ) 
А<0 _4*0 _ А>б А. =о+ 295 ь 


й 1 1 1 
В, —тЬ:%—5 12:1 — 5-2) 


всегда являются попарно сопряженными; наконец, присое- 
диняем еще стрелку, указывающую направление движе- 
ния точки Ру при положительно возрастающем ^. 

7) Нам остазось еще убедиться в том, что также 
и обратно, каждая такал вещественная фигура, состоящая 
из примой, из двух лежащих на ней в скрещенном поло- 
жении пар точек Р; Рл иР,’, Р,’ (или соответственно 
из точечной инволюции без веществениых двойных точек) 
и из стрелки, указывающей направление, представляет 
(ренрезентирует) одну и только одну мнимую точку. 
В самом деле, присоединяя некоторый надлежаще выбран- 
ный вещественный постоянный множитель, можно без 
труда —я опять-таки разрешаю себе не вдаваться здесь 
в подробности — прида'ь координатам точки Р» такие 
значения 4», 1» та, чгобы координаты точек Р, и Р,' нахо- 
дились в отношениях 


ы Нл Мы м 


ных на произвольный множитель р, т.е. если бы рассматр 
вали точку +; + 2.',..., и что, далее при вещественно; 
проэктивном преобразовании точки Р направление дви 
жения (Ре|ис№ ие) точки-изображения получается ! 
только что определенного направления путем того ж 
преобразования. Поэтому будет вполне согласным с н: 
шими требованиями, если мы раз навсегда условиме 
сопрягать это направление движения с первоначально 
точкой Р, имеющей координаты &-+Ё,...А так ка 
комплексно-сопряженная точка Р имеет координат 
Ы+Д— №)... то снею согласно этому условию прих 
дится сопрягать то направление движения, какое имс 
точка с координатами #, + (—(),... при положителы 
возрастающем ^ (от нуля через положительные значен 
к- ©? и затем от —<2 до нуля, т. е. сторону направл 
ния (п) на прямой &, как раз прямо противоположну 
предыдущей стороне, и этим достигается желательное р: 
личение. Выражаясь кратко, мы попросту вводим разли' 


т 1 1 
чт: 1 — №: фт 


или, что все равно, чтобы двойные точки заданной 
инволюции имели координаты &;,  #»...; знаком же пара- 


14° 
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метра 7, который после этого еще остается произволь- 
ным, распоряжаются так, чтобы направление движения 
точки 1 -- №: 1, + А: + № при положительно расту- 
щем, начиная от нуля, параметре ^ соответствовало на- 
правлению, заданному стрелкой. Тогда точке Р с коорди- 
натами #1 + &» будет действительно соответствовать в силу 
прелыдущих рассуждений как раз заданная инволюция 
С Заланным направлением движения, в качестве се веще- 
ственного представителя. - 

Далее, можно убедиться в том, что, исходя из какой- 
нибудь другой пары точек этой инволюции, мы придем 
к таким же самым отношенням координат, т. е, к той же 
точке 2. 

Решив таким образом нашу проблему для точки, мы 
можем (оставаясь на плоскости) сразу же перенести это 
решение и на случай ирямой, пользуясь принципом двой- 
<твепности. В результате для комплек‹ ной прямой ее одно- 
значным представ ‚телем в вещественной области является 
вещестненная точка, две пары лучей, принадлежащие 
пучку лучей с центром в этой точке и разделяющие одна 
другую (или соответственно некоторая инволюция лучей 

без вещественных двойных лу- 

чей) и, наконец, определенное 
направление вращения в этом 

пучке (рис. 95). 

Эги интерпретации позволяют 
г’ также—и в этом заключается 
их громадное значение — пред- 
ставлять все соотношения между 
комплексными элементами или 
между комплексными и веще- 
ственными элементами при по- 
мощи наглядных свойств исключительно вещественных гео- 
метрических фигур. 

Чтобы пояснить это на конкретном примере, покажу 
вам, и10 соответствует в этой интерпретации утвержде- 
нию: (вещественная или мнимая) точка Р лежит на (веще’ 
ственной или мнимой) прямой 2. При этом, конечно, 
приходится различать такие случаи: 

1) вещественная точка и вещественная поямая; 

2) вещественная точка и мнимая прямая; 


2' 


Рис. 95.7 
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3) мнимая точка и вещественная прямая; 

4) мнимая точка и мнимая прямая. 

Случай 1) нетребуетот нас особых разъяснений; здесь 
перед нами одно из основных соотношений обычной 
геометрии. 

В случае 2) через заданную вещественную точку обя- 
зательно должна приходить наряду с заданной мнимой 
прямой также и комплексно-сопряженная с нею прямая, 
следовательно, эта точка должна совпадать с вершиной 
того пучка лучей, которым мы пользуемся для изобра- 
жения мнимой прямой. 

Подобно этому в случае 3) вещественная прямая должна 
быть тождественна с носителем той прямолинейной инво- 
люции точек, которая служит представителем заданной 
мнимой точки. 

Наиболее интересным является случай 4) (рис. 96): 
здесь, очевидно, комплексно-сопряженная точка должна 
также лежать на комплексно-сопряженной прямой, а отсюда 
следует, что каждая пара точек инволюции точек, изобра- 
жающей точку Р, должна находиться на некоторой паре 
лучей инволюции прямых, изображающей прямую #7, т. е. 
что обе эти репрезентирующие инволюции должны быть 
расположены перспективно одна относительно другой; 
кроме того, оказывается, что и 
стрелки обеих инволюций также .\ 
расположены перспективно. 

Вообще в аналитической гео- 


метрии плоскости, уделяющей 
внимание также и комплексной 
области, мы получим полную 


вещественную картину этой плос- 
кости, если к совокупности всех 
ее вещественных точек и прямых 
присоединим в качестве новых 
элементов совокупность рассмо- 
тренных выше инволюционных 
фигур вместе со стрелками их направлений. Здесь будет 


Рис. 96. 


достаточно, если я намечу общих очертаниях, какой вид 


приняло бы при этом построение такой вещественной кар- 
тины комплексной геометрии. При этом я буду следо- 
вать тому порядку, в каком теперь обычно излагаюг 
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первые предложения элементарной геометрии. А именно!зе разделяющие одпа другую (т. е. лежащие „скрещен- 
там начинают ым образом“) пары точек (рис. 97), чтобы две точки Р,, 


1) с аксиом существования (Ех!з{еп2з&е), назначенией’, взятые из разных пар, лежали близко одна к другой 
которых — дать точную формулировку наличия только| к точке 2; если теперь неограниченно сближать точки 
что упомянутых элементов в расширенной, по сравнению! и Р‚’, то инволюция, определяемая названными парами 


с обычной геометрией, области. 

2) Затем аксиомы сочетания (Зе 4ег Уекпарйпв), 
которые утверждают, что также и в определенной в руб- 
рике 1 расширенной области через (каждые) две точки 
проходит одна и только одна прямая и что (всякие) две 
прямые имеют одну и только одну общую точку. При 
этом, подобно тому, что мы имели выше, приходится каж- 
дый раз различать четыре случая в зависимости от веще- 
ственности заданных элементов, и является очень инте- 
ресным точно продумать, какие именно вещественные 
построения с инволюциямн точек и прямых служат изобра- 
жением этих комплексных соотношений. 

3) Что же касается аксиом (законов) расположения 
(Сезефе Чег Апог4пипя), то здесь по сравнению с веще- 
ственными соотношениями выступают на сцену совершен- 
но новые обстоятельства; в частностн, все вещественные 


и комплексные точки, лежащие на одной фнксированной 
прямой, а также все лучи, проходящие через одну фиксиро- 
ванную точку, образуют двумерный континуум. Ведь 
кажлый из нас вынес также из изучения теорни функций 
привычку изображать совокупность всех значений ком- 
плексной переменной всеми точками плоскости. 

4) Наконец, что касается аксиом непрерывности 
(ЗАфше Чег З!еНоке!), то я укажу здесь только, как изобра- 
жаются комплексные точки, лежащие как угодно близко 
к какой-нибудь вещественной точке. Для этого через 
взятую вещественную`точку Р (или через какую-нибудь 
другую близкую к ней вещественную точку) нужно про- 
вести какую-нибудь прямую и рассмотреть на ней такие 


чек, вырождается, т. е. обе ее, до сих пор комплексные, 
войные точки совпадают с точкой Р,=Р,'. Каждая чз 

еих мнимых точек, изображаемых этой инволюцией 
месте с той или другой стрелкой) переходит, следова- 
зльно, непрерывно в некоторую точку, близкую к точке 

или даже прямо.в точку Р. Конечно, для того чтобы 
ыть в состоянии с пользой применять эти представле- 
ия о непрерывности, необходимо сперва специально в них 
работаться. 

Если все это построение и является, по сравнению 
обычной вещественной геометрией, порядком громоздким 
утомительным, зато оно может дать несравненно больше. 

частности, оно способно поднять на уровень полной 
зометрнческой наглядности алгебраические образы, как 
рвокупности их вещественных и комплексных элементов, 
при помощи его можно наглядно уяснить себе на самих 
игурах такие теоремы, как основная теорема алгебры 
ли как теорема Безу (Вегоц о том, что две кривые 
|-го и /-го порядков имеют, вообще говоря, ровно и? . п 
бщих точек. Для этой цели следовало бы, конечно, 
Уработать основные положения в значительно более 
эчной и наглядной форме, чем это было сделано 
о сих пор; впрочем, в литературе уже имеется весь 
Уществечно необходимый для таких исследований 
атернал. 

Но в большинстве случаев применение этого геомет- 
ческого толкования привело бы все же прм всех его 
оретических преимуществах к такнм усложнениям, что 
Миходи гся довольствоваться его принципиальной возмож- 
стью и возвращаться фактически к такой более наив- 
рй точке зрения: комплексная точка есть совокупность 
›ех комплексных координат, и с нею можно опериро- 
ть известным образом точно так же, каки с веществен- 
ямн точками. В действительности такое введение мнн- 
ых элементов воздерживающееся от каких бы то ни 
мыло принципиальных рассуждений, всегда оказывалось 
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плодотворным в тех случаях, когда приходилось име 
дело с мнимыми циклическими точками или с кр 
гом сфер. Как уже было сказано, впервые стал по 
зоваться мнимыми элементами в этом смысле Понсел 
его последователями в этом отношении были друг 
французские геометры, главным образом Шаль (Сраз1 
и Дарбу (Фафоих); в Германии же, в особенности Л 
применялн с большим успехом такое понимание мнимы 
элементов. 

Этим отступлением в область мнимого я заканчива 
весь второй отдел моего курса и обращаюсь к новой гла 


СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ 
ГЕОМЕТРИИ 


1. СИСТЕМАТИКА 


Изученные нами геометрические преобразования мы 
прежде всего используем для установления систематиче- 
ского подразделения всей области геометрии, которое 
позволнт нам обозреть с одной точки зрения как отдель- 
ные части геометрии, так и их взаимные связи. 


1. Обзор классификации геометрических 
дисциилин 


Здесь речь идет о тех идеях, которые я систематиче- 
ски развил в моей „Эрлангенской программе“ 1) 
1872 г.; сведения о дальнейшем развитии этих идей с того 
времени вы найдете в „Энциклопедии математических 
наук“ в статье Дж. Фано „Геория групп как гео- 
метрический принцип классификации“ (Ц. Еа- 
по, Пе Огиррепеоне а1з веотеёзсвез Еще !иоезрип- 
р, Епл. Ш, А. В. 45Ъ). 

1) В дальнейшем, как и до сих пор, мы будем систе- 
матически пользоваться анализом при исследовании гео- 
метрических отношений, представляя себе совокуп- 
ность всех точек пространства изображен- 
ною при помощи совокупности всех число 


1) „Уегоеспеп4е Вейгаспипреп ИБег пецеге поотейизсне Ротзспип- 
лет“, ЕЙапоем 1872. Пезепечатано в „Маета све Аппаел“ (Ва. 43, 
$. 63 Й, 1393) ив „Собрачин математических работ" Клейна (Е. К1е!п 


Сезаттеце Ма етаНзсне АБнап@шиеет, Ва. |, $. 460 Н, Вейт, рей 


ег, 19210). [Русский перевод проф. Д. М Синцова помещен в „Известиях 
Физико-мате чатитеского о-ва при Казанском университете“ (вторая 
сезия, 5-й т. 1896 г.) под названием: „Сравнительное обозрение новей- 
щих геометрических исследованнй“. | : 
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вых троек-значений трех „координат“ Х, у, г. 
При. таком изображении каждому преобразованию про- 
странства соответствует определенное преобразование 
этих координат. С самого начала наших занятий наше 
внимание особенно привлекли следующие четыре вида 
преобразований, изображаемых некоторыми специаль- 
ными линейными подстановками координат х, 
у, 2: параллельные сдвиги, вращения около 
начала координат О, зеркальные отражения от- 
носительно этой же точки О, и преобразова- 
ния подобия с центром подобия О. 

2) Введение координат могло бы, пожалуй, заставить 
думать о существовании полного тождества между ана- 
лнзом трех независимых переменных х, у, < и геометрией 
в узком смысяе слоза. Но в действительности это не 
так. Дело в том, что геометрия заннмается, как это я 
уже раньше имел случай отметить (см. стр. 51 и сл.), 
только такими соотношениямн между координатами, ко- 
торые остаются без изменений при перечисленных в руб- 
рике 1) линейных подстановках, — будем ли рассматри- 
вать последние как нзменения системы коордипат или 
как преобразования пространства: геометрия являет- 
ся, таким образом, теорией инвариантов упо- 
мянутых линейных субституций. Все же, не имею- 
щче ннварнантного характера уравнения между коорди- 
натами — как, например, то утвержденне, что некоторая 
точка нмеет коорлинаты 2, 5, 3, — связаны с определен- 
ной, раз навсегда фиксированной системой координат, н 
принадлежат к науке, которая должна индивидуали“нро- 
вать каждую точку саму по себе и рассматривать изоли- 
рованно ее свойства: к топографии или, если угодно, 
к географии. Для пояснення я напомню несколько 
примеров геометрических свойств: две точки имеют опре- 
деленное (взаимное) расстояние, если только фикси- 
рована некоторая единица (длины): с нашей теперешней 
точки зрения это означает, что с помощью их координат 
Хх: У, 21. Хз Уз 2: можно составить некоторое выражение 
И — + (2, — =, которое остается неиз- 
менным при всех тех подстановках, либо только умно- 
жается на некоторый множитель, независящий от сие- 
циального положения взятых точек, Подобное же значе- 


бозначать 
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ие имеют фразы: „две прямые образуют определенный 


ГОЛ“, „некоторое коническое сечение имеет спределен- 


ые главные оси и фокусы“ и т. д. 


Совокупность этих геометрических свойств мы будем 
названием „метрическая геометрия“, 
гобы сразу же отличить от неё различные другие „ви- 
ы геометрий“. Мы получим их, выделяя по опреде- 


энному принципу известные группы теорем метрической 
сомегрии и рассматривая нх сами по себе; вследствие 
того все эти новые виды геометрии являются. по край- 
\гЙ мере на первый взгляд, частями метрической геомет- 


чи, как наиболее объемлющего „внда геометрии“. 
3) За исходный пункт мы берем подробно изученные 


аньше аффинные преобразования, т. е. ‘целые 


:нейные подстановки х, у, 2: 
Хх + у + 12 +4, 

У=ах+ ву 12 + 4. 

2= ах + у-+с32-+ 4, 


число которых входят преобразовання, рассмотренные 
рубрнке | как часгные случаи, и выделяем из чис”а 
сех геометрических понятий и теорем более узкий круг 
‚х, которые остаются неизменными при любых аффин- 
ых преобразованиях; совокупность их мы рассматри- 
'ем как первый новый вид геометрии — как так назы- 
мую аффинную геометрию, или теорию 
нвариантов аффинных преобразований. 
Поэтому мы можем из нашего знания аффииных пре- 
оразований тотчас же вывести понятия и теоремы этой 
сометрни; я упомяну зд-сь лишь немногое: о расстоя- 
иях и углах в аффинной геометрии не может быть 6б0- 
се и речи, точно так же теряет смысл понятие главных 
сей конического сечения и исчезает различие между 
кружностью и эллинсом. Но зато сохраняется различе- 
'› в пространсгве конечного и бесконечно да- 
` кого и вообще все, что связано с этим различением: 
онятие параллелизма двух прямых, подразделе- 
ке всех конических сечений на эллипсы, гипербо- 
;, параболы ит. п., далее. понятия о центре ни 
иаметрах конического сечення н, в частности, 
соотношение сопряженных диаметров, 
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ие имеют фразы: „две прямые образуют определенный 
ГОЛ“, „некоторое коническое сечение имеет определен- 
ые главные оси ни фокусы“ ит. д. 

Совокупность этих геометрических свойств мы будем 
бозначать названием „метрическая геометрия“, 
тобы сразу же отличить от неё различные другие „ви- 
ы геометрий“. Мы получим их, выделяя по опреде- 
вному прннципу известные группы теорем метрической 
зометрни и рассматривая их сами по себе; вследствие 
ого все эти новые виды геометрии являются. по край- 
ьй мере на первый взгляд, частями метрической геомет- 
ии, как наиболее объемлющего „вида геометрии“. 

3) За исходный пункт мы берем подробно изученные 
аньше аффинные преобразования, т. е. ‘целые 
инейные подстановки х, у, 2: : 

Хх’=вах+ Ну-с 2+4, 

у=ах-+ ву с:2 + 4, 

2'=ах-+ в У-+с,2-+ 4 
число которых входят преобразования, рассмотренные 
рубрике 1 как частные случаи, и выделяем из чиста 
ех геомстрических понятий и теорем более узкий круг 
вх, которые остаются неизменными при любых аффин- 
ых преобразованиях; совокупность их мы рассматри- 
ем как первый новый вид геометрни — как так назы- 
емую аффинную геометрию, или теорию 
нвариантов аффинных преобразований. 

Поэтому мы можем из нашего знания аффинных пре- 
‚разований тотчас же вывести понятия и теоремы этой 


вых троек-значений трех „координат“ Х, у, &. 
При. таком изображении каждому преобразованию про- 
странства соответствует определенное преобразование 
этих координат. С самого начала наших занятий наше 
внимание особенно привлекли следующие четыре вида 
преобразований, изображаемых некоторыми специаль- 
ными линейными подстановками координат х, 
у, 2 параллельные сдвиги, вращения около 
начала координат О, зеркальные отражения от- 
носительно этой же точки О, и преобразова- 
ния подобия с центром подобия О. 

2) Введение координат могло бы, пожалуй, заставить 
думать о существовании полного тождества между ана- 
лизом трех независимых переменных х, у, 2 и геометрией 
в узком смысле слова. Но в- действительности это не 
так. Дело в том, что геометрия занимается, как это я 
уже раньше имел случай отметить (см. стр. 51 и сл.), 
только такими соотношениями между координатами, ко- 
торые остаются без изменений при перечисленных в руб- 
рике 1) линейных подстановках, — будем ли рассматри- 
вать последние как изменения системы координат или 
как преобразования пространства; геометрия являет- 
ся, таким образом, теорией инвариантов упо- 
мянутых линейных субституций. Все же, не имею- 
щие инвариантного характера уравнения между коорди- 
натами — как, например, то утверждение, что некоторая 
точка нмеет координаты 2, 6, 3, — связаны с определен- 
ной, раз навсегда фиксированной системой координат, и 
принадлежат к науке, которая должна индивидуали?иро- 
вать каждую точку саму по себе и рассматривать изолн- 
рованно ее свойства: к топографии или, если угодно, 
к географии. Для пояснения я напомню несколько 
примеров геометрических свойств: две точки имеют опре- 
деленное (взаимное) расстояние, если только фикси- 
рована некоторая единица (длины); с нашей теперешней 
точки зрения это означает, что с помощью их координат 
№: У: 2 Хх. У» 2: можно составить некоторое выражение 
Их, — О фу (а, — 2, которое остается неиз- 
менным при всех тех подстановках, либо только умно- 
жается на некоторый множитель, независящий от спе- 
цнального положения взятых точек, Подобное же значе- 


ниях и углах в аффинной геометрии не может быть бо- 
е и речи, точно так же теряет смысл понятие главных 
ей конического сечения и исчезает различие между 
‹ружностью и эллипсом. Но зато сохраняется различе- 
из в пространстве конечного и бесконечно да- 
екого и вообще все, что связано с этим различеннем: 
нятие параллелизма двух прямых, подразделе- 
не всех конических сечений на эллипсы, гипербо- 
ы, параболы ит. п., далее, понятия о центре и 
наметрах конического сечения и, в частности, 
отношение сопряженных диаметров, 


ометрии; я упомяну зд-сь лишь немногое: о расстоя-' 
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нятия прямой и плоскости занимают подчиненное поло- 
ние в качестве частных случаев. 
6) Наконец, я выделяю еще один вид геометрии, 
горый получается как бы путем применения самой силь- 
фи ирогравы и охватывает поэгому наименьшее коли- 
ство теорем. Это — Апа!уз1з {из (топология), о кото- 
‚м я уже упоминал (стр. 177 и сл.). Здесь речь идет о 
ные случаи. Если из фуокупности тех свойств, которые сохраняются при всех 
А без тона геометрические своЙС.имнооднозначных; лишь бы только всюду непрерыв- 
они должны, конечно р х преобразованиях. А чтобы не предоставлять всему 
геометрии; этим из последней акже и каффинНсконечно удаленному, которое при определенных таким 
проективная геоме и и ЕО! так называем разом прЯобразованиях всегда переходило бы само в 
антов проективных преоб и ия инварбя, исключительной роли, мы можем присоединить еще 
довательное выделени реобразований. Посфбо проективные преобразования, либо преобразования 
рии из метрической Е ыы а о РОредСТВОМ ООратных реву 
который, применяя все оля 6 ть с работой химиЯ Намеченную таким образом схему мы теперь очертим 
разложения, выделяет из да олее сильные средстце резче, вводя основное понятие группы. Некото- 
пенные составные Засия: нЕ вещества все бою совокупносгв преобразований мы называем (как 
являются сперва аффин средствами разложение раньше было объяснено) группой в том случае, если 
образования, ные, а затем проективные п]селожение“ (последовательное выполнение 
Что же касается цзаттептзе{ 2 цпЯ) любых двух из числа этих пре- 
отметим лишь, что яв проективной геометрии, Бразований в результате снова дает некоторое 
ложение бесконечного арии исключительное реобразование (т. е. равносильно некоторому пре- 
аффинной геометрии. Теперь связанные с этим понятбразованию), которое принадлежит той же со- 
собственного конич е с Е Ин один вИокупности, и если преобразование, обратное по от- 
храняется, нап;:имер, связь межд В ния; зато Фощению к любому из этих преобразований (тоже) при- 
лярою и точно так же образова ие ковимь и падлежит ктой же совокупности. Примером группы 
сечения проективными п ия лов о. ляется совокупность движений, а также совокуп- 
тором мы говорили выше (ст 163 и сл лучей, о фость коллинеаций „проективных преобразований“, 
Следуя тому же т а я. бо два движения, слагаясь, дают снова некоторое дви- 
метрической геометрии такжё’и к други подняться бение, а две коллинеации равносильны некоторой одной 
рий: одной из важнейших является ругим видам геомоллинеации; кроме того, в обоих случаях для каждого 
5) геометрия обратных радиусов. О Вреобразования существует ему обратное. 
тывает совокупность тех свойст усов. Она ох Огдядываясь теперь на наши различные виды геомет- 
которые сохраняются при а а геометрфии, мы видим, что преобразования, связанные с каждой 
зованиях при помощи обратн а. преобрь; них, каждый раз образуют группу. Прежде всего все 
(стр. 166); таким образом в этой - х радиусФинейные подстановки, при которых остаются без изме- 
понятие прямой или плоскости те р напримФений соотношения метрической геометрии (сдви- 
тельное значение, но зато р ое самостФи, вращения, отражения и преобразования подобия), со- 
окружности и ша ра ами смысл понятфтавляют группу, которой дают название главной 
} нию к которфруппы пространственных преобразований 


4) Далее, обращаемся к проективным, т 
.е. к дро 
линейным, преобразованиям: Ар 


№ = (ах Ну с2-+4,) : (вх + ву а + 44), 
у’ = (ах + Ву 2+ 4.) : (их+ Шуе -+а,), 
2 == (@х- 6зу + сз2 + 43) : (@х-+ ШУ ь2-+ 4), 
которые включают аффинные преобразования как ча 


х 
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а ана. убедиться в аналогичном знаварнантов этой группы даст определенный 
зований для иной те всех аффинных преобрвид геометрии, и таким образом можно по- 
ной группы вс геометрии н проектинлучить любую возможную геометрию. В ка- 

ех коллинеаций для проективно]честве характеристики каждой геометрии всегда ставят 


геометрии. 
усов а геометрии обратных раднна первый план ее группу. 
силе при всех преобразованиях, пол — Этот принцип в литературе проведен полностью только 


чаемых слож .. 
ением любых преобразований посредство] для первых трех случаев нашей схемы; ими, как наиболее 


обратных 
р радиусов с подстановками главной группы; вфважными или наиболее известными, мы займемся еще 
немного, и при этом прежде всего рассмотрим переход 


от одного случая к другому. 
Меняя порядок изложения на обратный, я начинаю 


с проективной геометрии, т. е. с группы ©» всех 
проективных преобразований, которые мы 


записываем в однородных координатах: 


ре’ = ай + В + 61. + Чи, 
р'\’ = аа + Вт + сз" + 4, а) 
р’ == аз + Вт сз - 49°, 
р'т’ = а 6.9 + с45 + а. 


Чтобы притти отсюда к аффинной группе, воспользу- 
емся тем замечанием, что проективное соответствие ста- 
новится аффинным в том случае; если оно переводит бес- 
конечно удаленную плоскость в себя, т. е. если каждой 
точке с нсчезающим т соответствует точка с исчезающим® . 
Ибо это сводится к тому, что ал == В, = с. = 0, и поэтому 
из уравнений (1) получаются путем деления (первых трех 
на четвертое), если, кроме того. заменить частные ат: 4%, ... 
просго через а;,..., такие уравнения в’ неоднородном 


виде: 
х'=а,х + Шу с12 + 4, 
у’ = ах + ву + са + а» 
#=а:х + проЕиь | 


а группу, „обратных радиусов". Наконе! 
учае Апа1у$1$ $йиз имеем дело сгрупниой всех вза 
имно однозначных непрерывных деформа | 
(Уегазтипвеп — искривления, искажения). ее 
| зависимых параметров завет она панмно ве 
каждой из этих групи. В г а 
и ру главной группе содержатся дви 
| ‚с шестью параметрами и к ни те1 
и параметр для изменения т 
| а семь параметров; мы выражаем это 
главную группу через (.. Уравнения об 


а. а значения; таким образом аффие: 
а есть некоторая @ 
а проективна 
есть некоторая @,,. Г 6 
15. Группа обратных радну. 
м, обобщаю это здесь без аа, 
ры $, Нл группа все; 
ормаций вообще не 
нечного числа параметр али. 
ов, так как ее операции з: : 
от произвольных функи . НО, о 
, ций или, ‘если уго 
Е , !и угодно, от беско- 
ечно многих параметров (эту группу обозначаем как & 
сз!" 


В установленной нами связи различных видов геомет- 


(2) 


а это, действительно, и есть наши старые формулы аф- 
финного соответствия. Таким образом условие неиз- 
меняемости бесконечно удаленной плоско- 
сти выделяет из проективной группы ©, некоторую 
12. параметровую „подгруппу“, а именно, как раз аффин- 
ную группу. 


Ч - 
т о эрлангенской программы: 
Ист ая -либогруппап 
Ё : ространствен- 
АН поторай содержит глав- 
руппу, как свою часть, тогда теория ив- 
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Вполне аналогичным образом можно приттн к глав- 
ной группе @,, определяя те проективные или, соответ- 
ственно аффинные сопряжения, которые, кроме бесконечно 
далекой плоскости, переводят в самое себя также и мни- 
мый круг сфер, т. е. те, при которых каждой точке, 
удовлетворяющей уравнениям: 


ти =О0 и =0, 


тоже соответствует другая точка, удовлетворяющая тем 
же уравнениям. Вы легко можете убедиться в правиль- 
ности этого утверждения, стоит только обратить внима- 
ние на то, что наие условие определяет как раз, с точ- 
ностью до некоторого постоянного множителя, шесть 
(однородных) констант конического сечения, соответству- 
ющего кругу сфер в силу аффинного соответствия в плос- 
кости т’=0, и поэтому накладывает на 12 констант аф- 
финного соответствия 6—1 = 5 условий, так что оста- 
ется как раз 12—65 ==7 параметров группы @,. 

Весь этот ход идей получил в 1859 г. очень важный 
новый оборот в руках великого английского геомегра 
Кэли (А. Сау[еу) 1). В то время как до сих пор казалось, 
что аффинная и проективная геометрия являюгся сравни- 
тельно более скудными извлечениями из метрической гео- 
метрии, Кэли делает возможным, наоборот, как аффин- 
ную, так и метрическую геометрию включить 
в проективную в качестве ее частных случев: 
„рго]есНуе реоше{ту 1$ а1 1] реоте+гу“ (т. е. „проек- 
тивная геометрия — это вся геомегрия“). Это соотношение, 
кажущееся, пожалуй, на первый взгляд парадоксальным, 
обнаруживается в том случае, если к исследуемым фигурам 
присоединить определенные образы, а именно, беско- 
нечно удаленную плоскость или соответственно 
круг сфер на ней; тогда аффинные или со- 
ответственно метрические свойства фигуры 
оказываются не чем иным, как проективны- 
ми свойствами расширенной (пополненной) 
таким образом фигуры. 


1) .А яж шото ироп диапНез“, РиЙозор!!са! ТгапзасНолз оЁ Ше 
Коуа! Зос1ейу о Гопдоп, 1859, СоПеце@  тацнетаНса! рарегв, П 
СатьЦаре 1889) р. 561 а. И. 
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Позвольте мне это разъяснить прежде всего на двух 
чень простых примерах, причем я лишь выскажу в не- 
колько измененной форме уже ранее известные вам фак- 
ы. То, что две прямые параллельны, не имеет для про- 
ктивной геометрии вначале никакого значения; если же 
данным образам (к обеим прямым) присоединить бес- 
онечно удаленную плоскость, то становится правильным 
р. стр. 56) то чисто проективное 
тверждение, что две данные прямые 
1 данной плоскости пересекаются. 
1ечто подобное имеем в том случае, 
сли прямая расположена перпенди- 
улярно к некоторой плоскости. Это 
ожно свести (ср. стр. 204 и сл.) 

некоторому полярному соотноше- 
ию — ведь это есть проективное 
войство — нашей фигуры, расширен- 
ой присоединением к ней круга сфер 


ср. рис. 98): точка Ро. как след прямой Рис. 98. 
прямая 2. как след плоскости 
‚а бесконечно удаленной плоскости должны по отно- 


пению к кругу сфер представлять полюс и поляру. 
Теперь я хотел бы полнее развить намеченный здесь 
‘од идей и показать, как он приводит к некоторому впоя- 
1е систематическому построению геометрии. Наибольшая 
заслуга в этом отношении принадлежит англичанам; я уже 
пазвал Кэли и рядом сним я должен упомянуть еще Силь- 
весгра (/. {. Зу!уез{ег) и Сальмона (С. За!топ) в Дублине. 
Эти геометры создали, начиная с 1850 г.,ту алгебраичес- 
кую дисциплину, которую называют в более узком смысле 
теорией инвариантов линейных однородных подстано- 
вок 1), и которая делает возможной, при помощи прин- 
ципа Кэли, полную систематику геометрии на аналитичес- 
кой основе. Для понимания этой систематики нам необ- 
ходимо предварительно заняться немного самой теорией 
инвариантов. 


1) Термин „теория инварнантов“ употребляют также в более широ- 
ком смысде, относя его к любым группам преобразований; в том более 
узком смысле, в каком мы будем его понимать в дальнейшем, его стая 
упервые употреблять Сильвестр. 


Ф. Клейн, Эломентарная математика 15 


Ва В ы 
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2. Отступление ЕЕ теории инварнантов 2) Мы рассматриваем группы всех однородных линей- 
линейных подстановок ых подстановок этих переменных, причем на первое вре- 


Конечно, здесь я могу изложить в форме краткого ремя мы будем принимать во внимание не только отноше- 
ферата лишь главные ходы мыслей и результаты, не приНия переменных (так мы будем поступать позже в проек- 
водя ни деталей ни доказательств. Что же касается лий`НвноЙй геометрии), но также и их индивидуальные 
а ЩИ области, то прежде всего я укарначения. Эти подстановки записываем в таком виде: 

а отчет 
проек ео ев и г ‚Иеует). „Успехн , и = а + Ву + ат р = 26 + ВЯ са", 
рни инвариантов за послед Р=а- а, 1 аа вл рес-ра 
нюю четверть века“ в [ томе „]артезфенсь! дег Чен]  идартих Е 4 п ор я ера, 
зсреп МашешаНкег-Уегетив ция“, 1895, а также на реферат О ва 
„Теория инвариантов“ того же авто Энци- есь 
ра в „Энци 
клопедии математических наук“ (Еп2., Ва. 1., В. 2). То, чт Число параметров в этих трех группах равно соответ- 
применяется из теории инвариантов в геометрии, можноственно 4, 9, 16. 
найти, в частности, в курсах Сальмона, которые не] Чтобы в дальнейшем можно было охватить одной за- 
писью различные числа измерений, мы будем выписывать 


в формулах всегда лишь переменные & ит и составленные 
нз них члены, отделяя их друг от друга несколькими точ- 
ками Тогда, в случае бинарной области надо будет про- 
сто игнорировать эти точки, а вслучае троичной или чет- 
веричной области, заменять их членами, содержащими 
или соответственно д и 6, аналогичными выписанным 
членам (с ё и т). Мы будем таким образом говорить 


ременных и соответственно этому говорим о бинарной, 
о переменных: 


тернарной, кватернарной,... (или двоичной 
троичной, четверичной, ...) области, Имея вВви. 
ду позже рассматривать переменные в первых трех слу- 
чаях как однородные координаты на прямой, на илоско- 
сти или в пространстве, вводим для них обозначения: 


ь ; й т, 5; 8 т, = 7 


причем уравнение <= 0 всегда должно будет характери- 
зовать бесконечно удаленные элементы. 


и о выполняемых над ними подстановках 
= а + ... -- @т, 
у заме а (1) 
=ай-... +4. 

3) Что касается объектов теории инвариантов, то мож- 
но различать две стадии в постановке вопроса. Во-пер- 
вых, пусть даны любые отдельные системы значений пе- 
ременных: 


1) Сальмон написал 4 курса: 1) „Конические 
З ; сечения“, 2) „Пло- 
о (высшие; криные", 3) „Аналитическая геометрия трех а 
) „Высшая алгебра“. [Существуют дословные переводы: франиузский 
Ро 4 курсов и русский (в разных изданиях) 1-го и 3-го курсов. 
Е Же Фидлера представляет совершенную переработку 
агинала, сильн ‚к 
ищет «о тоже о увеличившую его объем и утратиишую 
) УоПезипаеп ЦБег Сеотеше, Беагрейеё тов Е. 11 
Е ибпег), 1. Ашй. (1876 Н.); 2 Ай, (1906 #.). ° ть 
р цесгвуст перевод на французский язык: С1еБ 
Сфошёйне, т, 1— Ш, Рамз 2879—1883] о 


О бы ео, 


нмея в виду геометрические приложения, мы можем уже 
теп‘рь обозначать их просто как точки 1; 2; 3;... Каж- 
дую из этих систем значений в отдельности подвергаем 
подстановкам группы (1); вопрос сводится к тому что- 
бы образовать такие сочетания наших систем 
15* 


° 
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значений, которые оставались бы инвариант- 
ными при этих одновременных подстановках. 

4) Вторая стадия в постановке вопроса имеет 
дело наряду с такими точками также ис функциями 
переменных, а именно, в первую очередь с целыми 
рациональными функциями; при этом можно ог- 
раничиться однородными целыми рациональными 
функциями —в теории инвариантов их называют фор- 
мами, — так как члены одинакового измерения и без того 
переходят друг в друга по причине однородности под- 
становок. Таким образом нам придется рассматривать 
сперва линейные ор 


=... Е“, 
затем квадратичные формы: 
= А... Ок... А 


и т. д, Нам придется также рассматривать одновременно 
несколько форм одного и того же измерення, разли- 
чая их при помощи индексов, например, 


9а=ай +... + 8,5... 


Исходным пунктом могут служить также формы со 
многими рядами переменных, например, билиней- 
ные формы: 


Д= А... НА ло +... Мы +... + Пал. 


Для выяснения возникающей здесь общей проблемы, 
мы должны сперва разобраться в том, как преобра- 
зовываются коэфициенты этих форм, в то время 
как переменные подвергаются подстановкам группы (1), 
а значение формы Ф или соответственно Х остается без 
изменения. Рассмотрим сперва линейную форму, полагая 


фе... ==а +... Е. 


Если ввести выражения (1) для Ё,...т’, то должно иметь 

место такое тождество относительно переменных *,.. <: 

о... Ноа... Нам) +... Н8\(аё-+... +4) = 
== (опа, --... бай... + (ва, +...+84)) ® 


| |] О 
9 =ав-... + 6,5, 
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Отсюда находим: 
а = аа’ +.. а’) . 
Е | (2) 
6 = Ч’ КА +4. 

Таким образом новые коэфициенты о’,..., 4' о 
формы связаны со старыми коэфициентами ч,...,6б в 
свою очередь линейною подстановкою, получаемою из 
(1) следующим простым образом: переставляем верти- 
кальные и горизонтальные ряды в схеме коэфициентов 
(»транспонируем“ подстановку) и, кроме того, меняем 
местами старые величины (не имеющие штрихов) и но- 
вые (со штрихами). Получаемую таким образом подста- 
новку называют контрагред нентной по отношению 
к первоначальной (1) и говорят для краткости, что коэ- 
фициенты о,..., 6 линейной формы преобразо- 
вываются контрагредиентным образом по 
сравнению с переменными ео © Ранее рассмо- 
тренные ряды переменных %,,..., 3; бан: Таз: КОТО 
рые подлежат все вместе каждый раз олиому и тому же 
преобразованию (1), носят ан ры ичной тер- 
минологии когредиентых пе : 

Переходя к Е вдратичной форме ХУ, сообразим 
прежде всего, как ведут себя при линейной подстановке 
входящие в нее члены второго измерения #,..., и 
на основании (1) сразу же находим для членов второго 
измерения с новыми переменными такие выражения: 


28 == а |... + 2аа "+... + 4% 

Г’ = аа, +... + (аа, + а) +... + а”, 

=... +24." +... +4. 
Это мы можем выразить в такой форме: члены второго 
измерения относительно переменных испытывают одно- 
временно с ними однородную линейную подстановку, 
получаемую непосредственно из (1). Но Х является ли-_ 
нейной формой этих квадратичных членов, так что, пов- 


торяя в точности прежние рассуждения, мы видим, что 
коэфициенты А,...,20,...,К преобразовываются ли- 
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нейно-однородно, а именно, контрагредиентно по отноше- 


нию к полстановке (3) членов Ё ё 
Ви 
а ие содержащие 4, ”.''20’. ая 
аа ‚...А’, получаются из (3) точно так же, как 


т (2) из (1). 
вы РЕ мы можем формулировать общую про- 
т и р инвариантов, Если задан какой-либо 
ЕЯ р ы также т Е квадратичных 
| р Ф...; 71; /м..., ТО ПО. 
а 2 В д инва- 
к. м понимают такую функцию координат &, ...,т,: 
о а Е @1,.... 81; а; ..., 8; : 
1,...› А; Аз,..., Аз;..., Которая ос ся без 
тается 
р линейных подстановках Г 
при соответствен 
что определенных п ма 
одстановках сис 
Г истем коэ- 
и Требуется изучить совокупность 
5 и ще возможных инвариантов 
ре встречаются также при случае слова: 
Е И „контравариант“ для обозначения 
Сы идово эразований, обозначаемых здесь общим наз- 
Е Е А именно, если в инвариантное 
Е о тт сами ряды переменных Ё&,,..., т; 
енр Зоо оворят о ковариантах; - 
х; если же в 
но ры коэфициенты линейных форм ба: -, 6% 
ие то употребляют термин „контра варинт", 
вариант употребляют т 
. огда в примене 
к таким выражениям, кот. у о 
м, орые, не соде 
г ржат ни координат 
к а а ОВ: ,...и составлены ео 
ик циентов квадратичных или высших форм. Выделе- 
и и первых двух случаев объясняется 
, переменных: Ё ъсо 
в: я дной стороны, и 
и т обнаруживают до известной 
тное поведение: когда 
подвергаюгся некрторой мы 
линейной подстан 
гие испытывают как раз к В 
онтрагредиенгную по 
независимо от того, из ка . м о 
: кого ряда исходят. Т б 
разом из каждого инвари нь 
антного образовани 
одного рода можно пр опр. 
и помощи подходящег 
зования получить такое о 
же образование из 
гого рода. В геометричес они, 
ком толковании это дает, о 
чеви 
принцип двойственности, так кака,..., 8 а 
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7 
однородными, линейными или соответственно плоскостными 
координатами, если {,...,т рассматривать как точечные 
координаты. Впрочем, различение того, входят ли системы 
значений &...,* или соответственно значений ©,..., 5, 
или не входят в те выражения, которые надо установить, 
конечно, совершенно лишено основного значения; поэтому 
в дальнейшем мы будем употреблять слово инва- 
риант в более широком смысле, 
6) Теперь я попытаюсь резче очертить в другом 
направлении это понятие инварианта, чтобы сделать воз- 
можным упорядоченное построение теории. В дальнейшем 
мы будем рассматривать в качестве инвариантов только 
рациональные функции координат и коэфи- 
циентов, которые сверх того являются однородными отно- 
сительно координат каждой отдельной входящей в них 
точки и относительно коэфициентов каждой отдельной вхо- 
дящей в них формы. Каждую такую рациональную функцию 
мы можем представить в виде частного двух целых ра- 
циональных однородных функций, которые мы будем иссле- 
довать каждую в отдельности. Так как общий множитель 
числителя и знаменателя не меняет величины частного, 
то последние, конечно, не обязаны непременно быть инва- 
риантами в том смысле, в каком мы до сих пор пони- 
мали этот термин, но могут при каждой линейной под- 
становке приобретать известного множителя. 

Можно показать, что этот множитель зависит исключи- 
тельно от коэфициентов подстановки и является всегда не- 
которой степенью определителя подстановки: 


а... 4: 
о бе ое 
а... 4 | 


Таким путем мы приходим, в конце концов, к рассмо` 
трению таких целых рациональных однород- 
ных функций данных рядов величин, которые 
при установленных выше линейных подста- 
новках переменных и коэфициентов умножа- 
ются на некоторую степень определителя 
подстановки. Их называют относительными (те- 
1абуе) инвариантами, так как они испытывают лишь 
несущественные изменения, а в случае подстановок, для 
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СИСТЕМАТИКА 
число инвариантов, из которых все прочие 
составляются целым рациональным образом. 
Этими окончательными результатами систематической 
теории инвариантов мы обязаны немецким исследователям, 
а именно, Гордану (Р. СогЧап) и Гильберту (@. НИБен); 
в особенности следует отметить работу последнего, поме- 
щенную в 36-м томе журнала „Ма ешайзсве Аппа!еп“ 1). 

Теперь я хотел бы изложенные абстрактные идеи 
разъяснить несколько конкретнее на простых при- 
мерах, которые нам пригодятся вслед за этим в гео- 
метрии, причем яи тут, конечно, буду больше рефериро- 
вать, чем доказывать. 

1) Допустим сперва, что в бинарной области 


задано попросту некоторое число точек: 


Е ‚ Е 
О 


з 
ия систематизации теории инвариантов. Прос 
ре о ительаНЫХ инвариантами явятся те, ко 
ие а собою многочлены возможн 
аа. и относительно данных рядов величи 
ие переходят к инвариантам более высоко! 
тельные неоии м ^^ Представляют какие-либо относи 
ии рианты, то всякое произведение их степене! 
о зывается тоже относительным инвариантом 
1 получает при подстановке мно ) 
а Л множитель /^з, то /м, /№ во т 
ностью до множителя л”? №, с, а 
Е му таки 


членов, умноженных 
к ) 
жителей: › кроме того, на постоянных мно 


В таком случае имеет место такая интересная теорема: 
простейшие инварианты получаются помо- 
щью определителей второго порядка, кото- 
рые можно составить из этих координат, и 


= 
О Ув У, эти определители образуют в то же время 
о и...) полную систему инвариантов, 


Из двух точек /, 2 мы можем составить один опре- 
делитель второго порядка: 


Он, действительно, представляет собой целую рацио- 
нальную функцию переменных, однородную как относи- 
тельно #,, :, так и относительно &, °а. В его инвари- 
антной природе мы убедимся сразу, если вычислим его, 


пользуясь теоремой умножения определителей: 
\ А 18 # т ее а я ы › а - Чт | : 
12 а па а + Фа, аа - Что, 


сите 
в о Иа ривНт более высокой степени, так как 
житель отдельных членов просто выходит 


ен 
а а проблемою теории’ инвари- 
м 2: ЕО, вопрос, можно ли таким об- 
ты ВН все инварианты: что является в 
а м случае полной системой наинизших 
› из которых могут быть построены указан- 


}:] 
СТР подобная конечная 
система инвариантов", т, е. конечное 


1) „Оег ае Тьеоне Чет а|рерга!зсНеп Рогтеп“, Ва. 36, $. 473 {., 1890, 
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рочие могут быть построены указанным образом. Тео- 
ия показывает, что всегда существует конечная система 
изигий подобного рода. Так, например, в случае четы- 


так что, действительно, имеем дело с инвариантом веса ] 
Подобным же образом м точек 1,2,....п дают 


п(п—1) х 
лы 2 а ый ех точек эта полная система состоит из одного только 
НИ? ышенаписанного уравнения, т. е. все тождества, свя- 
Ав; (6 #=Ъ2,..., п); ывающие шесть определителей А»... Аз, являются 
и ледствиями этого одного тождества; в случае большего 


исла точек такая система состоит из всех уравнений 
‘акого же типа. Разумеется, знание этих сизигий имеет 
ундаментальное значение для знания всей системы 
нвариантов; ибо в том случае, когда два изобаричные 
грегата простейших инвариантов отличаются один от 
ругого членами, имеющими множителем левую часть 
акой-нибудь сизигии, эти агрегаты тождественны, и нам 
езачем перечислять их дважды. 

2) Если заданы отдельные точки втроичной либо в чет- 
еричн ›й области, то строим совершенно таким же обра- 
ом полные системы инвариантов посредством определи- 
елей 3-го и 4-го порядка, составленных из их координат; 
апример,. в троичной области ть инва- 
иант трех точек снова имеет вес 1: 


мы зашли бы, конечно, слишком далеко, если бы стал 
доказывать здесь, что эти определители образуют пол 
ную сисгему инвариантов, т. е. что каждый относи 
тельный инвариант п точек может быть представле 
в виде суммы изобаричных членов: 


Ус. 4... 


Из этих относительных инвариантов получаются са 
мые общие рациональные абсолютные инварнанты в вид 
частных с равным весом числителя и знаменателя; таки 
образом простым примером абсолютного иеварианта был 


А, 
бы частное у 


3 
Я хотел бы на этом примере разъяснить еще одн 


более тонкое понятие, играющее в теории инварианто а | т 
большую роль, а именно, понягие сизигий!) (т. е. „свя 128 — Е не х 
3 13 


зываний“ или сочетаний инвариантов). А именно, мож 
случиться, что некоторые из упомянутых агрегатов, со 
ставленных из основных инварнантов, тождественно обра 
щаюгся в нуль; так, например, в случае четырех точек 


А.А, А лава Е Ала ез == 0, 


что сводится попросту к известному тождеству из теори 
определителей, которым к тому же нам уже случилос 
воспользоваться. Подобное тождество, связывающе 
инварианты полной системы; и называется сизи 
гией` (Зу2у81е). Имея несколько таких сизигий, можн 
путем сложения и умножения получить из них новые; 
можно, как и в случае самих инвариантов, поставить во- 
прос о полной - системе сизигий, из которых все 


Предлагаю вам самим продумать, в каком виде пред- 
тавляется здесь все прочее, в частности отыскание 


нзигий. 
3) Перейдем теперь сразу же к рассмотрению квадра- 
ичной формы, например, в четвертичной области: 


1 =АЁ + 28 + Ст? + 20%; + 2Е1; + 22+ 
+ 206 + 2Нлз + 2] + К®. 
Мы можем, прежде всего, составить инвариант, 


ависящий только от 10 коэфициентов А,..., А, аименно 
пределитель: 


1) [„Сизигий“ - - асгрономический термин, означающий соединение 
наи противостояние планет.] 
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ь также 
Так как А,.., К преобразовываются контрагредлй Согласно сказанному а ыы 
ентно по сравнению с членами квадратичными относф онтравариантом. рН т 
тельно &...т, то легко можно убедиться в том, чтйграет большую роль в ана И 
вес этого инварианта равен — 2: лучаях, когда хотят поверхнос горо р 
2 тавить в плоскостных координатах; как видите, 

жа = лучае в основе лежит чисто аналитический процесс 

азования инвариантов. 
"Точно так же в случае двух линейных форм 3+ $ 
 коэфициентами а;,... 8 И %...6 МОЖНО ера 
двукратного окаймления“ того же самого определител 

образовать еще один инварнант: 


АВДО Оч ом 


Полная система инвариантов, составленных исключ 
тельно из коэфициентов формы, состоит из одного толь 
этого А, т.е. всякий целый рациональный инвариан 
содержащий лишь А,...К, является кратным некот 
рой степени А. 


Если же к коэфициентам формы присоединить коо 


= 
№>) 
р 


динаты &, 1, $, * какой-либо точки, то сама форма ВСЕ 

оказывается простейшим общим инварианто рее вв , 
или — согласно упомянутой выше терминологии — к Вы К а 0 
вариантом, так как вообще самое определение пр ий 
образований коэфициентов А,..., К было основано од № 1 8 0 0 


требовании ее инвариантности; и вообще всякая задан 
ная форма является, очевидно, своим же собственны 
ковариантом. Она даже вовсе не изменяется при наш: 
подстановках в силу самого их определения, предста 
ляя, следовательно, инвариант веса О или абсолютны 
инвариант. В случае двух точек +,,...,; т и &... 
появляется в качестве нового коварианта так называема 
полярная форма: 


Аа + В (бита Ъ,) + Суть +... + Кяль 


вес которой снова равен нулю, т. е. опять таки пред 
ставляющая абсолютный инвариант. 
Наконец, рассматривая одновременно с Г еще ка: 
кую-нибудь линейную форму $, т.е. совокуп 
ность ее коэфициентов а, В, т, 8, получаем следующи 
совокупный (51пиНап) инвариант веса — 2, кото 
рый возникает из определителя посредством так наз 
ваемого процесса его „окаймления“ элементами а,. ..,й: 


6 е имеет вес —2. 

о а указаний достаточно для того, т 
позволить вам заглянуть в грандиозную ее теор и 
нивариантов. Эга теория развилась в необычайно ее 
кое учение, в котором особенно много остроумия ый 
чено на отыскание приемов, позволяющих при пр _ 
вольно заданных основных формах составить я 
систему инвариантов и сизигий. Еще одно только ны 
цание общего характера по этому поводу. В кН 
мерах мы всегда сождавали инварианты путем о хА а 
ния определителей; таким образом вообще т : р о 
определителей всегда оказывается и ре 
рии инвариантов. Такое положение дел п уе : 
Кэли первоначально дать инвариантам название еее. 
детерминантов“ (сверхопределителей). Лишь позж а 
вестр ввел слово „инвариант”. Представляется а 
интересным поставить такой вопрос: насколько АА 
следует считать в рамках всей математики какую-ниоу 


АВРОД»х | отдельную ее главу, например теорию Опр делители: 

ВСЕНВ | Кэли сказал как-то в разговоре со мною, что В слу те 

ШЕЕ] | если бы ему пришлось прочесть 15 лекций по все . 

НК } | тематике, то одну лекцию он посвятил бы его 
1:9 ван 

а т8о | лям. Подумайте, можете ли и вы на осно 
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рию определителей; я слишком часто наблюдал, что сту- 
и научаются 
сокращать с их помощью очень целесообразным образом 
длинные выражения, но что для них очень часто значение 
этих схем отнюдь не бывает ясно и что привычка к схе- 
ме скорее даже мешает им вникнуть во все детали пред- 
мета вплоть до полного овладения им. Но, разумеется, 
при рассуждениях общего характера и, в частности, здесь 
В теории инвариантов, мы никак не можем обойтись без 


денты вполне свыкаются со схемами 


определителей. 


Теперь, наконец мы подошли к нашей настоящей 
цели —с помощью предшествующих рассмотрений полу- 
чить систематизацию геометрии. 


3. Приложение теорин инвариантов к геометрии 


Начинаем с того, что рассматриваем переменные 
5...“ как обыкновенные ортогональные не- 
однородные координаты, т. е. {, т как координа- 
ты на плоскости, $ 1, *—в трехмерном пространстве, 
$ 5 т—в четырех мерном пространстве и т. д. 
Линейные однородные подстановки теории инвариантов: 


Р=а +... + а,т, 


я аа .. 


т’ 4 ...- (1) 
изображают в таком случае совокупность аффин- 
ных преобразований рассматриваемого про- 
странства при неподвижном начале коорди- 
нат. Таким образом отдельные относительные инвариан- 
ты сами по себе оказываются такими геометрическими 
величинами, которые при всех аффинных преобразова- 
ниях остаются без изменения „до некоторого множителя“ 
(т. е. не считая возможного появления некоторого мно- 
жителя), иными словами, — величины, которые имеют 
определенное значение в аффинной геометрии, опреде- 


ляемой этими преобразованиями, 
\ 


Частное 
‘ак как 
неизменным, и точно так же уравнение ДА, = 0, так 
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е, т. е. в плоскости, 

и, например, в ‘бинарном случае, :. 

ее. я 1,2, то основной инвариант А ие 
кает двойную площадь треугольника (01 2), взяту 


х ше- 
наллежащим знаком, как мы это уже знаем из пред 


твующего. Действительно, известно (ср. О 
налогичного свойства для пространства, что пр 


: мно- 
ном преобразовании площадь а ЕН 
подстановки, 
жается на определитель к ры 
что 4,. представляет относительный инвариант веса 


площадей абсолютно 


Ав 
—”_ остается 
двух Ан 


привходящий множитель для него 
не имеет существенного значения; 
и, действительно, это уравнение 
имеет по отношению к нашим 
аффинным преобразованиям, оче- 
видно, то абсолютно инвариантное 
значение, что три точки 0, 7, 2 лежат 
на одной прямой. 
Если ж: имеем большее число 
точек 1, 2,3, 4,... (рис. 99), то для них 
иан- 
полная система инвар 
тов состоит из всех их определителей Ан; р 
удается составить какую-либо о и 
м от координат, : 
лым и рациональным образо — 
ЕЕ инвариантна при всех аффинных Я 
ниях (1), т. е. которая вообще имеет значение р > 
аффинной геометрии, то такая м ь 
из А 
жаться в виде многочлена г 
простых случаях о мо 
ь всякой фигуры Ги, 
верке. Например, площад ыы ти, 
2 представляет 
скажем — многоугольника (7,2,3,4), 
добный инвариант, и, действительно, формула, Е 
мы дали раньше (см. стр. 25) вообще для площади м 
угольника: 


Рис. 99. 


(1, 2, 3, 4) = А: + Аз -+ Аи + Аа, 


представляет не что иное, как выражение общей теоремы 
для этого специального случая. 
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Наконец, мы должны еще сказать о сизигиях между 
инвариантами. Основная сизигия: 


А, зАза + Аз Ааа -- Аа Азз == 0 


представляет тождество между шестью площадями тре- 
угольников, образуемых четырьмя произвольными точками 
и началом, т. е. некоторую общую теорему нашей аффин- 
ной геометрии. Конечно, нечто аналогичное имеем в слу- 
чае каждой сизигии, и точно так же и обратно: каждая 
теорема нашей аффинной геометрии, поскольку она являет- 
ся соотношением между инвариантами аффинных пре- 
образований (1), должна допускать изображение при по- 
мощи сизигии, Поэтому в согласии с тем, что мы уже в свое 
время утверждали относительно Полной системы 
сизигий в случае четырех точек, все теоремы, имеющие 
место в нашей аффинной геометрии для системы четырех 
точек, должны следовать из этой одной только что при- 
веденной теоремы. Подобным же образом можно убедиться 
в справедливости такого Эбщего утверждения: теория 
инвариантов, давая полную систему как ин- 
вариантов, так и сизигий, тем самым делает 
возможным полное (без исключений) систе. 
матическое перечисление всех величин и те- 
орем, возможных в нашей аффинной гео- 
метрии. - 

Я и здесь не буду входить в детали этих рассужде- 
ний; упомяну только, что наряду с точками можно рас- 
сматривать также и образы нашей геометрии, определяс- 
мые формами: 

е=аЁ + 0х, /= АР-2+ К... 


Подобная форма относит каждой точке плоскости не- 
которое числовое значение; другими словами, она опре- 
деляет некоторое скалярное поле. С этой точки зре- 
ния нетрудно дать геометрическое толкование инвариан- 
тов заданной формы, и тбгда каждая сизигия между 
инвариантами снова изобразит некоторую геометрическую 
теорему. 

Наряду с этим, я бы сказал, наивным толкованием 
теории инвариантов в геометрии я-мерного простран- 
ства, в котором п переменных играют роль обыкновен- 
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зых прямоугольных координат, подлежит рассмотрению 
це одно существенно иное изображение: в`е эти пере- 
менные можно также рассматривать как однородные 
координаты в (п—1)-мерном пространстве А„_1, 


неоднородные координаты которого равны х = ——,...; 


хри этом множитель, общий этим п координатам, не имеет 
существенного значения. Мы раньше уже выяснили 
(стр. 148 и сл.), в какой связи находятся эти определения 
коордиват пространств А; и А: мы рассматривали 
Ю, _, как линейный (п — 1)-мерный образ * =1 простран- 
ства А, и проектировали его точки лучами, исходящими 
из начала координат этого АЮ.. Тогда все возможные си- 


стемы значений однородных координат любой точки из 
К, _, оказывались тождественными с координатами всех. 


т 


соответствующих ей (т. е. лежащих на одном с нею луче) 
точек в А. А все линейные подстановки однородных 


коордннат в А, _, изображают проективные преоб- 
разования, причем все подстановки, различающиеся 
только произвольным множителем р’, 


РЁ = а: - ... + ат, 


дают одно и то же проективное преобразование. Поэтому 
фигурирующая здесь группа всех проективных 
преобразований содержит не #*, а только п —] 
произвольных постоянных; в А. и К} этими числа- 
ми будут, в частности, 8 и соответственно 15. 

Желая дать геометрическое толкование тео- 
рии инвариантов / переменных %,...,* впроек- 
тивной геометрии пространства К,» мы дол- 
жны прежде всего принять во внимание, что как раз 
ввиду применения однородных координат только те ве- 
личины и соотношения теории инвариантов могут иметь 
значение, которые оказываются однородными и притом 
нулевого порядка в координатах ё,...,т каждой отдель- 
зой употребляемой точки и которые обладают тем же 
свойством также и по отношению к каждой отдельной 


Ф, Клейн, Элементарная математика 16 
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могущей появиться системе коэфициентов какой-либ 
линейной, квадратичной и т. д. формы. 

Эго станет всего яснее, если я сразу же перейду к кон- 
кретным примерам. Достаточно будет говорить о би- 
нарной области (п=2). Имеем, таким образом, две 


переменных & т и толкуем х=—— как абсциссу 


на прямой. Если дан ряд систем значений &, т: 
Ёы, та... @» т» ТО мы знаем, что определители 


Ех, 
Ч =1,.. р) 


2. | 
14 К! 


А. = 


составляют полную систему основных инвариантов. Какис 
же из числа всех инвариантных утверждений нмеют зна- 
чение в проективной геометрии? Уж во всяком случае 
не утверждение, что некоторый ДА, имеет то или иное 
определенное числовое значение, так как при умножении 
&, на множитель р, отчего точка # не меняется, Д„, так- 
же умножается на р. Но исчезновение одного из Ал, 
т. е. соотношение А, == 0, конечно, имеет проективно- 
геометрическое значение, ибо его можно записать в виде 
пропорции = =: так что действительно в это со- 
отношение входят только отношения координат обеих 
точек, и его геометрическое значение — совпадени 
точек Ё и Е — является очевидным. : 

Но чтобы получить числовой инвариант, кото- 
рый сам имеет нулевое измерение относительно коорли- 
нат каждой точки, надо скомбинировать более двух 
точек. Путем различных проб находим, что для этого тре: 
буется самое меньшее четыре точки — 7, 2, 53, 4, а именно, 
в таком случае каждое частное следующего строения: 


_Аз "А 
8:4 < Ао 


оказывается однородным нулевого измерения относитель: 
но каждой из четырех пар переменных Ё,т:;... 4, 4. Из 
этого в то же время следует, что это частное имеет вес 
нуль, т. е. представляет абсолютный инвариан\ 
Эта величина имеет поэтому проективное значение 
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и представляет числовое значение, инвариантное по от- 
ношению ко всем проективным преобразованиям прямой. 
Разумеется, она является не чем иным, как „двойным“ 
(или „ангармоническим“) отношением четырех 
точек, написанных в определенной последовательности, 
ибо ее можно сразу же записать в неоднородных кбор- 


' динатах в следующем виде: 


м, №№ 
м мо 


Таким образом двойное отношение четырех 
гочек получается здесь с точки зрения теории инва- 
риантов неизбежным образом как простейший инва- 
риант ряда точек на прямой, удовлетворяющий усло- 
вию однородности, необходимому для того, чтобы иметь 
проективно-геометрическое значение. 

Я хотел бы в связи с этим высказать одно замечание 
общего характера. Я уже раньше отметил часто встре- 
чающееся в проективной геометрин стремление сводить 
все попадающиеся величины инвариантного характера к 
двойным отношениям. Достигнутые нами результаты дают 
нам основание утверждать, что это стремление лишь за- 
трудняет приобретение более глубокого понимания строе- 
ния проективной геометрии. Гораздо лучше, если сперва 
ищут все вообще рациональные целые (относительные) 
инварианты и уже из них образуют рациональные инва- 
рианты, в частности абсолютные, а среди последних в 
свою очередь удовлетворяющие условию одноролности 
проективной геометрии. Здесь мы имеем перед собой 
действительную систематику, восходящую от самого про- 
стого к более сложному, которая затушевывается, если 
выдвигать на первое место специальный частный случай 
рационального инварианта — двойное. отношение — и пы- 


‘ таться представить другие инварианты исключительно 


с его помощью, 

Посмотрим теперь, к каким именно теоремам проек- 
тивной геометрии приводят сизигии между инвариан- 
тами А,. Снова берем за исходный пункт фундаменталь-. 
ную сизигию: 
Аз Аза + Алз Ааа + Ала Азз == 0, 

16" 
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делим ее на последнее слагаемое левой части и, принимая 
во внимание, что Аз; == — Азв (И. Аа» = —А.., находим: 


_Ауз Аза. __ Ам. 
А: 4 Аза АА, 


Здесь слева стоит согласно первоначальному опре- 
делению двойное отношение точек 1,2,3,4, а справа 
точно таким же образом составленное двойное отноше- 
ние этих же четырех точек, но с обращением последова- 
тельности точек 2 и 3; двойные отношения, соответствую- 
щие ‘иному порядку точек, можно получить путем деления 
сизигии на другие члены. Таким образом фундаменталь- 
ные сизигии между инвариантами, относящимися к любым 
четырем точкам, получают свое геометрическое истолко- 
вание в известных соотношениях между теми шестью 
значениями, какие может принимать двойное отношение 
этих четырех точек в зависимости от порядка их следования- 

Я не намерен здесь говорить ни о. том, какую форму 
принимает дальнейшее построение проективной геомет- 
рии прямой на этой основе, ни о толковании тер- 
нарной и кватернарной теории инвариантов 
в проективной геометрии плоскости и про- 
странства; дегальное изложение этого вы найдете, 
мною курсах Сальмона- 


например, в уже названных 
Фидлера и Клебша-Линдемана, которые непрерывно 
оперируют как раз этим толкованием теории ин- 


вариантов. Таким образом возникает систематика 
проективной геометрии, внутренне полная 
как относительно величин, которые можно в ней рассмат- 
ривать (которые соответствуют инвариантам), таки от- 
носительно теорем, какие можно установить (соответ- 
ственно сизигиям). Конечно, с точки зрения специалиста 
по теории инвариантов это толкование представляется 
менее удовлетворительным, чем для геометра; для первого 
данное в начале толкование в аффинной геометрии про- 
странства А„., более ценно, так как в Ю, имеют значе- 
ние толька те инварианты и сизигии, которые удовле- 
творяют упомянутому условию однородности. 

Я хочу еще изложить более подробно только один 
особенно важный момент, чтобы затем снова примкнуть 
к прерванному ранее (стр. 226) ходу мыслей; а именно, 
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я хотел бы показать, какой вид принимает благодаря 
применению теории инвариантов включение аффинной 
и метрической геометрии в схему проекгивной гфометрии, 
ставшее возможным благодаря принципу Кэли. 


4. Систематизация аффинной и метрической 
геометрии на основе принципа Кэли 


Здесь речь идет, конечно, об общей аффинной гео- 
метрии, в которой отнюдь не существует фиксированной 
особенной точки — начала координат, — как это имело 
место при рассмотренном вначале полном истолковании 
теории инвариантов. 

Станем рассматривать сразу же трехмерное простран-` 
ство с неоднородными координатами х, у, 2 или, соот- 
ветственно с однородными & т, $, т. Тогда принцип Кэли 
говорит, что аффинная геометрия получается из про- 
ективной, если к имеющимся образам каждый раз при- 
соединять бесконечно удаленную Плоскость 
= =0, а метрическая геометрия получится, если, кро- 
ме того, присоединить мнимый круг сфер: 


= 0, Ре -- 2 = 0. 


Изложение дальнейшего можно облегчить при помощи 
такого замечания относительно этого круга сфер: мы, 
определили его здесь посредством двух уравнений, 
как пересечение бесконечно удаленной плоскости и ко- 
нуса, имеющего вершину вначале. Но мы можем также 
определить его, как и вообще всякое коническое сечение, 
посредством одного только уравнения в плос- 
костных координатах, если рассматривать его как 
огибающий образ всех касающихся его плоскостей. Если 
обозначить, как это мы делали под конец, „плоскостные 
координаты“, т. е. коэфициенты линейной формы ф, бук- 
вами а, В, 1, то уравнение круга сфер получает, как 
нетрудно убедиться, такой вид: 


а? + + 1? =0. 
Другими словами, это уравнение является условием 


того, что плоскость аЁё +... 48% =0 касается круга сфер. 
Геперь уж нетрудно понять, в чем состоит с точки 
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зрения теории инвариантов переход от проективной к 
аффинной и соответственно к метрической геометрии: к 
заданным системам значений — координатам точек, ли- 
нейным и квадратичным формам и т. д., — которые слу- 
жат для описания рассматриваемой фигуры, присоеди- 
няем еще определенную линейную форму х (т. е. 
систему коэфициентов 0, 0, 0, 1) или, соответственно, 
квадратичную форму а -- В? -{ 1*, написанную в плоскост- 
ных координатах. Трактуя расширенную таким путем 
систему форм точно таким же образом, как и раньше, 
т. е. устанавливая полную систему ее инвариантов и си- 
зигий между ними и выделяя те из них, которые удов- 
‚ летворяют условию однородности, мы получим все 
понятия и теоремы аффинной или соответственно метри- 
ческой геометрии первоначально данных элементов. Вместе 
с этим связанная с теорией инвариантов систематика пе 
реносится на аффинную и метрическую геометрию, и я 
бы хотел снова указать на то (ср. стр. 243), что таким 
образом, в частности путем подчеркивания образова- 
ния целых рациональных инвариантов и сизигий, в гео- 
метрию вводится некоторая систематизирующая точка 
зрения, которая без этого остается почти незамеченной. 
Вместо абстрактных рассуждений на эту тему я луч- 
ше сразу же разъясню и эти отношения на простых 
примерах тем, что я действительно покажу, как можно 
самые элементарные основные величины аффинной и 
метрической геометрии представить в виде совместных 
инвариантов как данной системы величин, так и формы * 

или соответственно о? -{ В? -- 12. } 
Из области аффинной геометрии я возьму преж- 
де всего в качестве примера объем Т тетраэдра, 
- образованного четырьмя точками, который вы: 

ражается, как известно, следующим образом: 


: мял! ащая 
Т= № ла1 м 
Хз Уз 23 1 Я 

ПАз У 2 1| 4 Ма ба та 


, 
Мы должны исследовать, насколько это выражение 
обладает упомянутым инвариантным свойством. Прежде 
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зсего нам известно, что фигурирующий здесь определи- 
тель действитёльно является фундаментальным относи- 
тельным инвариантом четырех точек — вершин тетраэдра. 
Но, с другой стороны, в знаменателе стоят значения (для 
этих четырех точек) линейной формы *, присоединенной 
к нашей фигуре, а это ведь простейшие (абсолютные) 
инварианты, какие только вообще можно образовать 
‹ помощью некоторой формы. Разумеется, это надо 
понимать в том смысле, что после преобразования в зна- 
менателе следует написать значения той формы, в какую 
переходит линейная форма х, или что в случае присоеди- 
нения вообще формы °Ё-+В1-+16-+ 8= в знаменатель 
должно войти произведение четырех значений этой фор- 
мы для точек /,...,4. Таким образом Т представляет 
само также некоторый рациональный инвариант, а именно, 
он однороден, нулевого измерения, относительно коорли- 
нат каждой из четырех точек. По отношению к коэфи- 
циентам нашей присоединенной линейной формы 0,0,0,1 
или соответственно ©, В, 1, 8, которые входят в зна- 
менатель, Г имеет во всяком случае измерение —4; 
поэтому ввиду произвольности общего множителя этих 
величин, абсолютное значение Тв проективной геометрии 
нашей расширенной фигуры ие может иметь никакого 
значения. 

В действительности в аффинной геометрии на первых 
порах тоже нет никакого средства, которое позволило бы 
приписать тетраэдру определенное цифровое значение 
объема, если только заранее не были установлены еди- 
ничные отрезки или соответственно единичный тетраэдр, 
что мы всегда допускали при пользовании неоднород- 
ными координатами. Но с нашей теперешней общей точ- 
ки зрения это означало бы, что мы присоединяем к фи- 
гуре, сверх „бесконечно удаленной плоскости“ т = 0, еще 
дальнейшие элементы. Присоединяя, например, пятую 
точку и образуя частное двух выражений, составлен- 
ных аналогично Т, получаем действительно выражение, 
которое удовлетворяет всем условиям однородности 
и представляет поэтому также некоторый абсолютный 
инвариант аффинной геометрии. А отдельное выра- 
жение Т является просто относительным инвариан- 
том веса1. 
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Теперь представляется уместным еще раз окинуть 
взглядом ход идей первого отдела, внутренняя суть ко- 
торых теперь раскрывается, яснее. В том, что грассма- 
новы элементарные величины геометрии, выведенные нами 
там, принадлежат исключительно аффинной геометрии, 
в этом мы убедились уже при специальном изучении 
аффинных преобразований (стр. 123 и сл.). Но грассма- 
нов принцип определителей, который доставил 
нам упомянутые величины, отнюдь не является — это мы 
можем теперь добавить — каким-то непонятным ухищре- 
нием, но представляет попросту вполне естественное 
применение теории инвариантов в аффинной 
геометрии, т. е. в проективной геометрии с присоеди- 
нением бесконечно удаленной плоскости. Появление на 
сцену обыкновенных определителей — отрезок, площадь, 
объем —уже достаточно выяснено только-что разобран- 
ным примером. Остается еще только показать, как систё- 
матика теории инвариантов приводит к общим грассма- 
новым элементарным величинам, определяемым при по- 
мощи миноров прямоугольных матриц. Это в свою 
очередь можно лучше всего выяснить на примере: даны 
две точки 1, ть ти; ,1.та В плоскости и требуется обра- 
зовать эквивалент, в смыбле теории инвариантов, при- 
надлежащих этим точкам образов аффинной геометрии 
(линейный элемент, прямая,...). 

Это можно немедленно поставить в связь с вышеска- 
занным, если присоединить третью „неопределенвую“ 
точку &1,т и если снова рассматривать фундаментальный 
инвариант: 


те ме | 
1 
о ЗВ 
ыы, 


как линейную форму относительно &,1,*. Три коэфициента 
при этих переменных, т. е. определители матрицы: 


1 \ 


тт 


ХУ: 1 
Хе Уз 1 


являются таким образом величинами, характеризующими 
вновь определенный образ; это нас действительно 


Я 
1 


} 
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приводит как раз к матрице, применявшейся 
раньше для определения линейного эле- 
мента 12. Точно таким же образом можно в простран- 
стве образовать относительно инвариантную, линейную 
или соответственно билинейную форму из трех или со- 
ответственно из двух точек адъюнкции одной или соот- 
ветственно двух четверок неопределенных координат, 
причем коэфициенты полученной формы доставят в пол- 
ном согласии с нашим старым определением координаты 
плоскостного элемента или соответственно пространствен- 
ного линейного элемента. Я не имею возможности раз- 
вить здесь более подробно эти указания, но они будут 
достаточны, надеюсь, для первоначальной ориентировки 
и должны побудить вас к дальнейшим собственным 
размышлениям. 

Представляется. более важным поставить теперь, после 
того как мы включили принцип Грассмана в теорию ин- 
вариантов, вопрос о его продуктивности и, в частности, 
сравнить его в этом смысле с тем принципом классифи- 
кации, который был высказан (стр. 222 и сл.) для осо- 
бенного случая главной группы н доставил нам там все 
основные геометрические образы. Рациональное распро- 
странение этого принципа классификации на случай лю- 
бой линейной группы преобразований напрашивается само: 
собой. А именно, мы будем согласно этому принципу 
в каждой „геометрии“ наряду с отдельными целыми 
рациональными функциями данных рядов величин (коор- 
динат, коэфициентов, форм и т. д.), которые до сих пор: 
поставляли нам инварианты, рассматривать также си- 
стемы таких функций ЕВ»... Если подобная система 
при всех подстановках соответствующей группы пре- 
образовывается сама в себя, т. е. если аналогичным обра- 
зом составленные функции #,®.,... преобразованных 
рядов величин выражаются линейно через одни Только 
8, Я,,... с ПОМОЩЬЮ коэфициентов, .которые получаются 
однозначно определенным образом из коэфициентов по- 
«оженного в основу преобразования, то говорим, что 
эта система определяет некоторый образ со- 
ответствующей геометрии. Отдельные функции, 
из которых состоит система, называются компонен- 
тами образа. Решающим признаком для природы гео- 


э 
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метрического образа является поведение его компонент 
по отношению к преобразованию группы, положенной 
в основу. Мы будем считать два геометрических образа 
принадлежащими к одному итому же виду, если 
их компоненты образуют две серии из олинакового числа 
выражений, которые при замене координат испытывают 
одну и ту же линейную постановку, будучи, таким об- 
‘разом, когредиентными согласно нашему прежнему 
обозначению. Если система функций, определяющая гео- 


инации, переходящие друг в друга путем линейной под- 
тановки. Если представить себе величины (1) располо- 
енными в виде системы, имеющей форму квадрата: 


8: ыы 12 Ы 2 
та @ 1 М2 1, 2 
“ & 1 Та т “», 
то этими комбинациями булут, во-первых, суммы членов, 


метрический образ состоит из одной только функции, то 


линейная подстановка сводится к умножению на неко- 
торый множитель, а функция является относительным 
инвариантом. 

Эти абстрактные вещи я хочу разъяснить на простом 
примере из теории инвариантов тернарной области, кото- 
рую мы будем интерпретировать в аффинной геометрии 
трехмерного пространства при неподвижном начале. Если 
даны две точки &,, "р, т,; Ё», »^., то простейшей системой 
функций, в которой обе тройки координат входят одно- 
родным и симметричным образом, является система из 
девяти билинейных членов: 


2 >, Я Тр 8: Та» 1 ВЕ са тала (1) 


В случае линейного преобразования в наших обычных 
обозначениях (см. стр. 227) получаем: 


Ча + 41 61 (ть Нч, 2) +... + лять 
51 1е == @, ао: 4 -- 46. та + 436.4, +...+ 4,4, ч "а, (2) 


эх 


я * 


т = НЫ + 44 ба (12 +.) +... + @ ть 
т. е. эти девять величин действительно образуют систему 
только что исследованного типа, так что мы будем их 
рассматривать как определяющие ‘элементы некоторого 
образа нашей аффинной геометрии; этот образ и вообще 
всякую систему, состоящую из девяти величин, которые 
преобразовываются согласно уравнениям (2), в последнее 
время называют тензором. 

Рассматривая уравнения (2), нетрудно заметить, что 
из девяти величин (1) можно вывести, с одной стороны, 
шесть, а с другой стороны, три простые линейные ком- 


расположенных симметрично относительно диагонали: 


ЗЕ та -абьта 9.229 ть (3) 
а во-вторых, разности тех же членов; 
ы 13 — 11 =, 12 — 1 № а — Ч 12. (4) 


Формулы подстановок для систем величин (3) и (4) 
получаются непосредственно и уравнений (2). Это дает 
нам два новых образа .нашей аффинной геометрии; из них 
образ, состоящий из шести величин (3), называют сим- 
метричным тензором, а образ, состоящий из трех 
величин (4), является уже знакомой нам плоскостно 
величиной. Указанное название прилагается, конечно, 
опять-таки ко всякой системе величин, которая преобра- 
зовывается когредиентным образом. Оправдание прила- 
гательного „симметричный“ мы дадим немного позже. 

Геометрическое значение трех величин (4) нам извест- 
но (ср. стр. 59): это — удвоенные проекции на коорди- 
патные плоскости треугольника, образуемого точками 
›Тьта; &, 1» ^а И началом координат, с надлежащим на- 
правлением обхода; мы здесь имеем как раз один из 
первых образов, доставляемых грассмановым принципом 
определителей. Можно вообще высказать такое предло- 
жение: систематическое разыскивание обра- 
зов аффинной геометрии с помощью нашего клас- 
сификационного принципа приводит, между прочим, с 
необхолимостью к грассманову принципу опре- 
делителей и к устанавливаемым с его помощью гео- 
метрическим образам. Разумеется, я не могу входить 
здесь во все детали; ограничусь указанием на то,. что. 
можно получить все ранее рассмотренные образы, трак- 
туя совершенно аналогичным образом общую аффинную 
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стрелками на обоих концах, направленными в разные 


ороны (смотри рис. 100). /х 
| ее м направленности так понимаемого тензора 


к - 
ожно обозначить термином „двусторонний“, а для век 


этому, 
а, вп тивоположность 
о р „односторон- Растяжение 


геометрию на основании принципа Кэли с помощью кв 
тернарной теории инвариантов (ср. стр. 248 и сл.). 

Но важным результатом нашего исследования являетс 

` установление того факта, что грассменов принцип опре 

делителей представляет нечто специальное и сам по себ 

отнюдь не доставляет всех образов аффинной геометрии 


Напротив того, в тензорах (1) и (3) мы имеем сущефий“. В физике такие тензоры часто т 
ственно новые геометрические образы. игурируют как тензорные г И 
Ради большого значения этих образов для многи ойки, т. е. по три и со взаимно ЗЕЯ Се 
областей физики, как, например, для учения об упруги? ртогональными направяениями ес 
Е а. : . Мы познакоми 
деформациях и для теории относительн › ска ещ@рис. 101) оной о ефоааВней 


аньше (ср. стр. 128) с 


несколько слов о них. Прежде всего сделаем несколько 
чистым аффинным преобр 


замечаний, которые относятся к названию этих геометри- 
ческих величин и должны помочь читателю ориентиро- 
ваться в новейшей литературе по тензорному исчи- 
слению. 

Слово „тензор“ мы употребляли в первом томе этого со- 
чинения при изложении гамильтонова исчисления кватер- 
нионов в другом смысле, чем теперь. Если 9 =а + 2+ 
+ 9 + 4 представляет некоторый кватернион, то мы на- 


азованием), как с равномерным 


астяжением пространства по трем взаимно. перпендику- 


начало коор- 
ениям, которое оставляет 
а в. оо мы можем сказать теперь 


а месте. Вместо эт : 
и однородная деформация изображается геоме 
рически тензорной тройкой. Часто упо- 
гребляемое теперь значение слова „тен- К 
ор“ мы получим, если станем рассма- 
ривать ‘совокупность таких трех растя- 
‹ений пространства, как одну геоме- 
рическую величину, и, опуская слово 
тройка“, будем обозначать эту имен- 
о величину словом тензор. Рассматри- 
аемое в таком смысле понятие тен- 
ора в точности совпадает с тем поня- 
‘ием, которое мы выше обозначили тер- 
ином „симметричный тензор“. Действи- ет 
ельно, чистая однородная р 

ая положения начал 
дянат, изображается подстановками такой структуры: 


зором. Это название, введенное Гамильтоном, оправ- 
дывается тем, что умножение на кватернион можно ис- 
толковать геометрически [что было подробно разъяснено 
в первом томе, стр. 96 (108) и сл.] как поворотное рас- 
тяжение при неподвижном начале коорлинат. При этом 
в качестве мерила растяжений фигурирует как раз ра- 
дикальное выражение называемое тензором. В тесной 
связи с этим находится употребление термина „тензор“ 
в работах Фохта (\/. \о124) по кристаллоризике "). Фохт 
обозначает этим словом направленные величины, которые 
соответствуют таким процессам, как продольное растя- 
жение или сжатие прямолинейного стержня, к обоим кон- 
цам которого приложены силы, действующие вдоль оси 
‚ стержня`в прямо противоположные стороны. Подобный 
тензор можно было бы наглядно изобразить отрезком 


Е ах - ав У + @1з2, 
‘4 = аз Х + а У + @з32, 2 (@и = ан). (5) 
т =аз ХР аз У + @зз 2, 


Здесь числовые тройки х, у, 2; $1," можно толковать 
как точечные координаты в одной и той же системе пря- 
моугольных координат. Схема коэфициентов вы, 
этого преобразования симметрична относительно главно 


*) Ср-, например, работы, напечатанные в 96 тег МаснисВеп 1900; 
а) „Оег перепуйг ве З!апа ипзегег Кепп(и!ззе, 4ег Киз Неа 2 
Ь) „Обег а1е Рататейег ег КгаИрну$Ж ип@ ПБег вепсщее Сгдззеп 
порегег Огапипв“, 
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аа Если теперь перейти к новой системе прямо 
х координат, сохраняя старое начало, то получим 


и па простое вычисление (для перехода 
‚У, ‚У, 2’ и отт тк #, 1’, =’ служат соответствен 


но одни и те же формулы), сле 
, д е 
ние рассматриваемой = не 


о ав й ’ ’ 
` и РВ РаВЕ, 
— , , я 
о а, (а, = 9) ( 
т’ =азх На У’ + а’, 


(22 


При этом относит 
ельно шести коэфициен а: г 
оказывается: Е 
а р. что а О зависят от шести коэфициенто 
11, @1а,..., только от них, оп 
ране, некото , ределяя, таким 
ю 
аа ру геометрическую ве 
р преобразовываются точн 
, ные относительно коо 
ражения (3), которые мы а 
назвали (стр. 25 
а аа, В то 
а о оправдывается струк- 
оэфициент 
ний (5), (6). циентов формул  преобразова- 


Переходя тепе 
рь к общему аффинном 
пре - 
нию, сохраняющему начало координат: АЕ 


$ =ванх -- а1> у Е @1з <, 
== 41 Х - аъ - а2з2, 
т= 41 х- азу + а: 2, 


(7) 


Е совершенно аналогично предыдущему, что в 

а ОТО яьНых преобразований девять коэфи- 

р Чи бы... пре ›бразовываются таким же точно 

, ть произведений коорди 1 

ставляют поэтому комп 1 ыы 
оненты некоторой в 

кого же рода, как и эти . той ам 

последние. При п й 

терминологии, согласно ко р а а 
- торой употреблении 

зор“ не ограничивает од 

ся исключительно чис 
и тыми однород- 
ми деформациями, это означает следующее: схема ты 


названий для этого понятия. 
часто употребляемых: 


рассматривать как жоэфициенты 
вания, а именно одного из преобразований следующего 
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фициентов общего аффинного преобразования представ- 
ляет собой некоторый ‚тензор. 


В лигературе встречается еще большое число других 
Вот некоторые из наиболее 


1) аффинор (по причине связи с аффинными пре-` 


образованиями); 


2) линейная вектор-функция [так как линей- 


ные подстановки (7) можно истолковать В том смысле, 
что ими с любым вектором Х, У, 2, 
координат, сопрягается линейным образом подобный же. 
вектор &, 1, *]; ` 


исходящим из начала 


3) диада и диадик, впрочем, первое из этих двух 


слов употреблялось первоначально только для одного 
особенного ниже рассматриваемого случая. 


плоскостной величины (4) тоже можно 
некоторого преобразо- 


Компоненты 
вида: 
Е = 1. — СУ и 
== с-х-+ 1 -у— а:>2, 
х=фб.-х-+{а:у- 1.2. | 


(8) 


этой подстановки ведут 


Действительно, коэфипиенты 
по отношению к преобра- 


себя, как нетрудно убедиться, 
зованию прямоугольных координат так же, как и били- 
неарные выражения (4). По причине характера структуры 
&хемы коэфициентов формул (8) (симметрия относительно 
главной диагонали с перемено й знака) определяемую 
ими величину называют также антисимм етричным 
тензором. 

С геометрической точки зрения, как известно, форму- 
лы (7) допускают толкование В смысле общей однород- 
ной деформации, формулы (6) —в смысле чистой (без 
вращения) деформации, а формулы (8) —в смысле бес- 
конечно малого вращения. Таким образом тому 
формальному процессу, при помощи которого мы вывели 
(стр. 250} из произведений координат (1) симметричный 
тензор (3) и антисимметричный тензор (4), в наглядном 
представлении соответствует разл ожение однород- 
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ной бесконечно малой деформации на чистую 


деформацию и на вращение, 


рат о ограничивались при перемене системы 
только ортогональными 
преобразова- 
ниями. Остается дать некоторые ОПОЗВЯ На р аа: 
когда переходят от 
О е. системы координат к ОбОУСОЛЬНЫЙ ИЛИ 
ще с самого начала вводят &\,т: х,у,2, как 
(Ограничен 
Е неподвижности начала координат = 
в и) Этим мы переходим от геометрии главной 
и ‹ геометрни аффинной группы. Изучение пове- 
оэфициентов подстановки (7) для этой группы о 


ния, относящиеся к тому случаю, 


косоугольные параллельные координаты. 


0 а 
я к преобразованиям координат показывает 
о м компоненты некоторой 

} ны, но что они преобраз 
не так, как пронзведен О ков 
, ия координат (1) 
гредиентно по отно НИКО Обато > 
шению к ним. Аналогичн 
5 о обес 
И. преобразований (6) и (8). Можно ок 
Е г. тензор (например, одна и та же 
рмация) может быть за 
нию к некоторой систем он. 
е параллельных коо 
динат 
я компонент вида (1), так и при а нам 
И коэфициентов (7). Первые называют „когре- 
м а последние „контрагредиентными“ комПО- 
рить о т „когредиентный“ и „контрагре- 
ворят 
„коариавтный., Н еще „контравариантный“ и 
ое два термина употребляют как раз 
а ВЕ другого). Различие между обоими 
такое же, как м 

‚ плоскостными координатами. з ам. 

т Е значения слова „тензор“, много более 
но с тем его значением 

дали предпочтение, ст пер мс. 
‚ станет понятным, если 

. Ь сперва иссле- 

и оао рорных форм по но щению я 
нат. На стр. 230 мы 

р Е уже провели это 

о для случая квадратичной ор оЬ 

ко отличными обозначениями): 


аа - За .Ё +... фав*. 
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Мы нашли, что коэфициенты формы аль, 24. +. ›@зз 
спытывают  линейно-однородное и конт агредиентное 
реобразование по отношению к членам ТО 
ечных координат, А эти последние преобразовываются, 
‹ак непосредственно видно, когредиентно к выраже 
иям (3). Этот результат можно высказать в такой форме: 
оэфициенты 41, ал... @зз квадратичной формы являются 
онтрагредиентными, а члены #,.. „т — когредиент- 
ыми компонентами некоторого симметричного тензора, 
налогично обстоит и с любой билинейной формой. 
последней говорят по примеру Гиббса, что она опре- 
еляет собой, в частности, некоторую диаду, если удается 
аписать ее в виде произведения двух линейных форм. 
мея однородную п-кратно-линейную форму 
очечных координат, можно с помощью несложного вы- 
числения показать, что ее коэфициенты тоже подвергаются 
днородной и линейной подстановке, а именно контра- 
редиентно по отношению к соответственным членам 
точечных координат, 

‚ Ообщение понятия о тензоре, о котором мы только 
что говорили, состоит в том, что всякую подобную вели- 
чину называют тензором и применяют это название не 
только в связи с билинейными формами, как это мы делали 
до сих пор. В этом общем значении слово „тензор“ ста- 


ли ‚применять, в особенности Эйнштейн (Ешз{е1) и его 


ученики. Прежде вместо этого говорили © линейных, 
квадратичных, билинейных, трилинейных, кубических 
н т. п. формах. 

К различению терминов на практике присоединяется еще 
стремление обозначать систему компонент какого-нибудь 
тензора одною только буквою и указывать вычисле- 
ния с тензорами посредством символического сочетания 
фигурирующих одна рядом с другой таких букв. Все эти 
вещи сами по себе очень просты и затрудняют читателя 
только по той причине, что разные авторы пользуются 
различными способами обозначений. Здесь мы встречаемся 
в еще большей степени с теми же неудобствами, которые 
мы уже отмечали в связи с векторным исчислением 
икоторые, повидимому, невозможно совершенно устранить. 
Но мы не могли не упомянуть об этих неудобствах, так ` 
как вся современная литература страдает от них, 


Ф. Клейн. Элеменгорная малематикь 


и 
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Теперь я перейду к метрической геометрии 


ий и здесь я выхвачу только несколько характерны 
римеров. я покажу, как можно вывести из систематик 


теории инвариантов оба важнейшие основные понятия 


„расстояние г между двумя точками Хх = ы их т 
я й с и" 
” 

рии имеем: 

г = (а, — ха (ну (1—2. = 


ЛЕНИЕ, 
<. 2 


в == агссо$ () а 
Уи 1 


Это — алгебраическ о 
ие, соответственно трансцендент 
ные функции параметров; мы будем вправе обозначать 


— названием ‚алгеб раическине"“, соответственн 
ЕЕ ея инварианты, если мы пока 
м, что те рациональные целые составные части, 


инвариантами в прежнем смысле слова. 


Начнем с угла «. Та фигура, инпариантом которой 


он должен быть, состоит из двух линейных форм: 


а, Ва, 1, и ао, ,бь 


и из квадратичной формы в плоскостных координатах, 


изображающей круг сфер: 
ет +0. #9. 


Из этой квадратичной формы в плоскостных коорди- 


а мы можем, конечно, образовывать инварианты 
ше таким же образом, как раньше (стр. 296 и сл.) 
р рм в точечных координатах, но только обменивая 
„дуализируя“) каждый раз точечные и плоскостные ко- 
ординаты. Б частности оказываются инвариантными зна- 
чения формы для обеих заданных систем значений: 


ЧИН -О-& и аи чо. 8 


а ® между двумя плоскостями 491 ...,61, и 4...., бо" 
гласно известным формулам аналитической геометдого измере 


ИЗ 
которых они построены, уже сами по себе являются 
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ак и образованное для этих двух систем значение их 
олярной формы: 
ола, + В. Нат + 0. 618», 


3 каковых выражений как раз и составляется фактически 

з®. Впрочем, соз® оказывается однородным нуле" 
ния относительно каждой из двух систем 
начений и,...,81» И. . да, а также относительно коэфи- 
иентов 1, 1, 1,0 заданной квадратичной формы, так что это 
ыражение имеет в метрической геометрии самостоятель- 
ое значение. Ведь фактически в метрической геометрии 
же имеется абсолютная мера углов, не зависящая от 
роизвольного выбора едини измерения. Этим самым 
дновременно сказано, что наше выражение является 
бсолютным инвариантом. 

Что же касается, далее, расстояния г, то следует 
спомнить, что мы составляли инварианты квадратичной 
ормы в точечных координатах путем окаймления ее 
пределителя координатами одной из двух плоскостей 
тр. 227.и сл.). Таким же образом мы и теперь получим 
нварианты для нашей фигуры, которая состоит из квадра- 
ичной формы в плоскостных координатах и из двух то- 
ек, ‘что мы, поступая в точности взаимным 
цуальным) образом, окаймляем определитель фор- 
ы а + 8 12-0. 8: 


еео= 
{- ЖК -) 
энное 
-- 2-2 


аза координатами &,.. м И №... 
з полученных таким образом инвариан- 


ов составляем частное: 


т ообоЕ& ооо тооо & 
отбоя, то ото 
соточо оо Е | 00-05 
0000 че оо 

им оо 000 ба $ ы 
зо 0 ны чо С: ВАУ 
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Я хотел бы коснуться еще оно НЕ я 
бно разобран такж 
оторый, впрочем, подро : 
отавии 'Клебша Линдемана 1), я и е = 
еугольн з 

ываемую геометриютр 

ием ремни возникла большая К пе 

собенности благодаря трудам мы А : а 

\ замеч й 

оторая трактует о многих . 

р ты ых, кругах, какие можно определить в тои 

ике: центр тяжести, высоты, р а р 
: ербаха 1% . Д. 
ги, описанный круг, Круг 

а онислевные соотношения, которые всегда снова и снова 

т сь найти и теперь | 

тарались зде и о 


ь *! 
егко можно увязать с нашей 


Вычисляя эти три определителя, нетрудно найти, чт 
это частное в точности равно вышеуказаному значени! 
чем и доказывается его инвариантная природа. Впроче 
подобно ранее рассмотренному фундаментальному инв 
рианту аффинной геометрии, это частное, конечно, явл 
ется однородным нулевого измерения относительно’ к 
ординат обеих точек, но не по отношению к коэфицие 
там заданной квадратичной формы, относительно которы 
оно оказывается однородным измерения - 4. К тому ж 
оно не представляет собою абсолютного инварианта, та 
как каждый из трех входящих вего состав определител 
имеет вес +2 (ввиду. того, что здесь мы имеем дело 
взаимными образованиями по сравнению с инвариантам 
рассмотренными на стр. 227 и сл.), так что частное име 
вес 2—4 =—2. Вследствие эгого числовое значение 


само по себе не имеет в метрической геометрии непо® д, х,; {,, м», т5; ‘в Тв, “з На ПЛОС- = 
средственного значения, и действительно, к измеренив сти (рис. 102) в качестве вер- 
расстояния двух точек можно приступить лишь послё, ин треугольника, и мы К НИМ ®› х/!-Е.9 


того, как еще один отрезок (единица) произвольн 
фиксирован, иными словами, дополнительно присоеди 
нен к фигуре наряду с фундаментальной квадратично 
формой. Абсолюгные инварианты метрической геоме 
трии могут быть изображены только с помощью отно 
шений (частных), составленных из’ выражений указан 
ного вида. 

Здесь я тоже не имею возможности входить в рас 
смотрение дальнейших подробностей, но эти пример 
дадут вам, по.крайней мере, приблизительное представле 
ние о том, как выглядит возникающая здесь полная си 
стематика аффинной и метрической геометрии, выраста 
ющая из систематической классификации целых рацио 
нальных инварнантов. Желательно, чтобы вы ознакоми 
лись более обстоятельно с этими вещами по много ра 
названным книгам *). 


Рис. 108. 


е точки, выражаемые в коор- 
‚эавнением 92-+ В =0; впрочем, мы 


1,—20 
могли бы попросту при етЕ ‚—Ь 
их точечных координат. т9гГ. . 
угольника оказывается не чем иным, как проекти 


вной теориией инваринатов этих ЕЕ. 
-, е. в конце концов пяти произвольных точек Нея 
кости, две из которых, однако, словесно Ия 
(особыми терминами). Только благодаря том ы м 
геометрия треугольника приобретает характер р р м 
систематической дисциплины, которого инач 
т. | 
ы а отм я заканчиваю обзор систематики петр 
Несомненно, что размещение всех этих вещей и: Е 
здесь образом доставляет эстетическое уе 
а так как к тому же только такая систематика п о. 
достичь более глубокого понимания геометрии, у 
о, следует назвать на 
НЫ еее ии треуголь- 
(И А. В. 10). 


1) -десь следует в особенности указать на работу Буркгарт1 
(Н. Вигкнага) в 43 т, (1893) журнала „Маетайзсне Аппа[еп“, „Оба 
Рипкбопеп уоп УеКюогртбззеп, зуе!спе зе!Ъ $41 чЛедег УеК(югогбззеп з1п4. 
Еюпе АпуейЧиция туаЦапеп{Пеогейзсвег МешШо4феп ац еше Ргаре 41 
майета$спеп РпузК“ („О функциях векторных величин, которы 
сами тоже являются векторными величинами. Приложение метод 
теории инвариантов к одному вопросу математической физики“). 


1) См. в указанной 
первом месте статью Вегквапа-Меуега 
ника“, Энциклопедия математических наук 


‚ © том, как возникает пространственная иктунция, иотом, 


‚ чтобы возвести все здание ТЕОмЕетрим На #03: В 


обиовАННИ ГЕОМЕТРИЯ 258 


- 862 ’ бветематних Н овоспование грозетеии 


конечно, кажхый математик, кажлиый кандилат на учитель и: Асогнческих операций, Конечно. ы ‚ чистая 20" 
скую должность должен бы быть знаком с а, Вот 0% к ножет доставить ИЗМ ЭТОГО ОСЧОбаНИЯ: ПИ 
чему мне казалось необхолимым включить ве в этофледукция может начать Функиновировать лишь с того, 
курс, тем более, что вам и без того часто прицетет. встреймомента, котла решена перваи часть проблемы, те, 
чаться ® литературе © таким пониманием геометрифкогаа уже обладают системой некоторих. 
хотя и Не всегда, быть может, в столь последовательной и ростых основных покатийи некоторых про". 
изложении. Конечно, было бы пряным извраци нием пэшефстых предложений, так иазываеных акеи, 
мысли, если бы кто-инбуць захотел логматически связый 

вать себя этой систематикой и стал бы всегда изображать 
твометрию только в такой схеме: ибо тогла ова очен 
скоро наскучияа бы и потеряла бы зсякую прелесть #: 


прежище всего стала бы помехой для нового творческого части, ла ивх имея 
ке ния, которое везь всегла развивается незовисим еше большая доля свободы, Ведь единственное ‘усвовие, | 
ль В хоторому холжиа удовлетворять система аксиом, дается 
а ‘вышеизложенные рассуждения касались как би] зторой частью нашей задачи: из увомяю утых ос" |. 
зрхитектуры геометрического злилия, то теперь мы обро| новкых понятий и оксном ложно быть вой | 
Е РАЕН КОННИ, ‘можно вывести лотически все содержание в: 
геометрии, ие ныея подобности снова апелянровать | 
к ВИНЕ, : а ый 
у "чо Каецется способа трактовки этой задачи, то весь 
уклон павего курса указышает нам па определенный х- ^ 
рактерный путь, До сих пор мы ведь постоянно пользо- 
паднсь привинпнальво помощью анализа, 5 часткости, 
методами аналитической геометрим. Так и здесь мы снова 
буден преляодатать известным анализ и залаянися лишь 
вбаросом, как можио нанкратууйшны образом от той 
нан иной скетемы аюсиом притти К исходным моментам 
нналитической геометрии. К сожалению, эта простая фов- 
| мудороска применяется очень редко во той причине, что 
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Обзер крайне общирной области, в которую мы терерь 
ветуваем, лает статья Энриквеся {Е. Бойоцез%. ие 
теометрии” в Энциклопелии мэтематических наук (Ен. [И 
А. В. 1). Исслелования относнтельно оснований геометрии 
во многих случаях стаякуенются с интересами теорны 
познания м пенхологин, которые сами исследуют вопро 


вправе ди мы пользоваться математние вет 
ий, математнисскими метохямн 
Копечно, здесь мы можем за УТЬ ЭТЫ ВОПРОСЫ ЛИ 
совершенно вскользь, э.главным образом, булем изучать 
математическую сторону проблемы, рассматря- 
вая м этом пространственную интуицию ках нечто дан- 
кое. В частности, мы должны булем оставить в стороне 
также н столь важный для педагогики вопрос о том, ках 
зы отель видивидуума пространственная ивтунщня 
разви в ту с фор орой п ; 
ый 2 зо форму, к которой привыкли 
Будучи так ограничена, каша задача заклюлиется в том, 


фей пою и носколько тозько возможно стараются 
объонитьси без чисел. : 

На иую в общих чертах программу можио осу“ 
цестеить различными путчы в зависвмости от того, ка 
кие имевню основные понятия и аксвомы желают эы- 
ивинуь на первое место. Часто практикуется — И это 
| представляет изпестные удобства — ставить во главу 

всего исслелованяя ‘основные повятия, бективиой ГеО= 

нетрии, а имейно: тожу, прамую и блоскость, которае. 
мы уже раньше {стр. 101) змявинуаи в Унизов роли, При 
этой атиюдщь ие требуется девать определение таго, что 


можно более простом освованни при по. 


скометом часто относятся 5 применению энализа с векото” | _ 
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это за вещи, —это каждый должен знать заранее сам; 
‚ должно быть лишь указано столько характерных для них 
свойств и взаимных соотношений, чтобы из них можно 
/было вывести (в уточненном выше смысле) всю геомет- 
< рию. Я не собираюсь перечислять здесь перед вами пол- 
ностью отдельные, сюда относящиеся аксиомы, — это за- 
вело бы нас слишком далеко в сторону в этом нашем 
энциклопедическом курсе, а дам лишь настолько полную 
характеристику их содержания, чтобы вы получили о них 
ясное представление. 8 
На первом месте стоят аксиомы сочетання, ко- 
торые я уже (стр. 103) изложил для проективной геометрии. 
Однако здесь мы не требуем с самого начала, как это 
делали там, не допускающего исключений существования 
точки пересечения всяких двух прямых в одной плоскости 
или прямой пересечения всяких двух плоскостей, но в 
соответствии с непосредственными соотношениями метри- 
ческой и аффинной геометрии ограничиваемся тем поло- 
жением, что две прямые на плоскости либо 
имеют одну общую точку, либо не имеют та- 
`ковой вовсе, и что две плоскости либо имеют 
{общую прямую, либо не имеют ни одной об- 
‘цей точки. После этого всегда остается еще возмож- 
ность перейти известным образом путем дополнительного 
присоединения „несобственных“ точек, прямых и плоско- 
стей к полной системе проективной геометрии. 
`^.Далее идут аксиомы расположения; они описывают, 
какое взаимное положение могут занимать на плоскости 
и на прямой различные точки; например, из трех точек 
а, 6, сна одной прямой всегда одна какая-нибудь, напри- 
мер 6. лежит между двумя другими аисит. д.; этн 
аксиомы называют также сокращенно аксиомами по- 
НЯТИЯ „между“ (Зае 4ез „И\1зспеп“, рис. 103). 
“Наконец, что касается свойств непрерывности, 
то здесь я отмечу пока лишь отсутствие пробелов у пря- 
„мой: если отрезок между двумя точками а, Ь разделить 
‘как-либо на две части, 7, 2 таким образом, чтобы (если 
а лежит слева от 65) все точки части 7 лежали слева от 
всех точек части 2, то всегда найдется такая точка с, 
которая вызывает это именно деление в том смысле, что 
между а ис лежат точки части 7, а между сиб — точки 
с 


+ 1 
р 
1 
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части 2. Это соответствует, очевидно, вполне введению ирра- 
циональных чисел при помощи дедекиндовых сечений *). 

Из этих аксиом действительно возможно вывести всю 
проективную геометрию пространства при помощи логи- 
ческой дедукции; в частности, конечно, можно очень скоро 
ввести известные координаты и перейти к аналитической 
разработке трактования проективной геометрии. 

Чтобы перейти затем к метрической геометрии, 
надо прежде всего принять во внимание, что вместе с 
проективной геометрией мы получаем также понятие о 
групе со! коллинеаций, или проектив- 
ных преобразований пространства. Мы уже 
знаем, как можно охарактеризовать, в каче- р 
стве ее подгруппы 7-параметровую глав- 
ную группу пространственных изменений, — ту ъ 
группу, теорией инвариантов которой и з 
является метрическая геометрия: эта группа 
состоит из тех коллинеаций, при которых 
некоторая плоскость, а именно бесконечно Рис. 103. 
удаленная плоскость, и на ней неко- у 
торая кривая второго порядка, а именно круг с фер 
(или соответственно изображающая его а бсолютная 
полярная система) остаются без изменения. о 

х Приходится сделать еще один шаг дальше, НЕ ь 
тельно получить в точности теоремы элементарной тео 
метрии. Для этого должно выделить из главной группы 
6-параметровую подгруппу собственных движе- 
ний (сдвигов и вращений), которые в противоположность 
преобразованиям подобия оставляют совершенно, ме 
ным расстояние двух точек и потому имеют а 
инвариантов метричёскую геометрию конгруэнци (равен- 
ства при наложении). Эти движения можно выделить 2 
главной группы, например, с помощью требования, чтобы 
все „траектории“ какого-нибудь движения 
были замкнуты, если только оно оставляет неподвиж 

какую-нибудь точку. 

о рено в акой Ане построение геометрии явля- 
ется, пожалуй, теоретически самым простым, так 
как оно оперирует вначале (для проективной геометрии) . 


2) Ср. т. Г, стр. 49 и сл. 


\/ 
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исключительно линейными образами и лишь в дальней- 
шем, когда это становится необходимым для метрической 
геометрии, привлекает квадратичный образ — круг сфер. 
Но зато осуществление этого плана оказывается очень 
абстрактным и длинным и может найти место только 
в специальном курсе лекций по проективной геометрии. 
Здесь же будет достаточным, если я после этих общих 
рассуждений укажу еще вам на то изложение влитературе, 
которое представляется наиболее „читабельным“, а именно 
на „Лекции по проективной геометрии“ Эн- 
риквеса 1). 

Для целей общего преподавания мне представляется 
более полхолящим другое построенне геометрии, к кото- 
рому я теперь и обращаюсь, ограничиваясь ради простоты 
геометрией на плоскости. 


1. Построение геометрии на плоскости на основе 
движений 


В качестве основных понятий принимаем точку пря- 
мую ивводим аксиомы об их сочетании, располо- 
жении и непрерывности. При этом аксиомы сочета- 
ния снова содержат лишь такие интуитивные факты: 
через любые две точки всегда проходит одна 
и только одна прямая, тогда как две прямые 
могут иметь либо одну общую точку, либо 
ни одной. 

Относительно расположения точек на прямой мы 
сохраняем уже отмеченные выше требования; в процессе 
исследования нам еще придется остановиться на точной 
формулировке дальнейших аксиом расположения и аксиом 
непрерывности. 

сходя из этой основы, мы теперь непосредственно, 
минуя проективные соответствия, введем груп пус? 
движений плоскости, чтобы с ее помощью достиг- 
нуть нашей настоящей цели — построения системы анали- 
тической геометрии на плоскости. Для этого мы должны’ 
прежде всего дать в виде ряда аксиом абстрактную фор- 
мулировку того, какие именно свойства этих „движений“ 


1) „1.еоп! И &’отеёа ргое{уа“, Во|овла 1398; 3-е итая. изд., 1909. 
Существует немецкий перевод Р]е1зсНнег, УоПезипреп йЪег 
рго]екнуе Сбеотеше (1-е изд., 1903; 2-е изд., 1915). 
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мы будем предполагать и применять по отношению к 
системе точек и прямых. При этом мы, конечно, ориен- 
тируемся на то наглядное представление о движении, 
какое мы вынесли из нашего опыта с твердыми телами. 
Согласно последнему движение должно в первую голову 
быть взаимно однозначным преобразованием точек нашего 
пространства (следовательно, должно, в частности, сопря- 
гать со всякой точкой некоторую точку, лежащую в кО- 
нечном расстоянии) и затем должно переводить все 
без исключения прямые опять-таки в прямые. Представ- 
ляется удобным для обозначения преобразования такого 
рода воспользоваться снова в общем ^ х 

случае словом коллинеация. 

Конечно, мы первоначально еще не 

знаем, существуют ли вообще по- 

добные коллинеации, так как мы <. 
ведь не обладаем, как это было я 

раньше, проективною геометриею. 

Поэтому мы должны явным образом Я' 
постулировать в форме некоторой 
новой аксиомы существование, 
по крайней мере, ‘этнх специальных 
коллинеаций. Действительно, мы требуем, чтобы суще- 
ствовала группа определенных осо* (троекратно- 
бесконечных) коллинеаций, которым мы даем 
назван ие движений и в качестве теорий инвариан- 
тов которых следует рассматривать геомегрию на ило- 
скости. При этом необходимо также точнее охарактери- 
зовать, что именно надо понимать под`выражением „трое- 
кратно-бесконечный“ (или <23). Пусть даны какие-нибудь 
две точки А, А’ (рис. 104), и два луча (или полупрямые): 
луч а, исходящий из точки А, и луч а’— из точки А’; в та- 
ком случае всегда должно существовать одно 
и только одно движение, переводящее точку 
Ав А’и одновременно луч ав а’ 1). Фигуры, 


Рис, 104. 


1) [При фиксированных Ана выбор точкн А” обладаст двуми »сте- 
пенями своболы“ или представляет ©с? возможностей (гак как положе- 
ние А’ определяется двумя коордчнатамн, каждая из которых может 
иметь со\ значений), а пыбор луча а’ обладает еще одной степенью свободы, 
представляя со возможностей (значений угла от 0 до 27). Итого, суще- 
ствует 20?со! == 00% комбинации А’ са’ и столько же коялинеаций. | 
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переходящие при некотором движении одна в другую, 
мы называем конгруэнтными. 

На первых парах мы не будем, однако, пользоваться 
существованием всей этой группы движений. а ограни- 
чимся применением только одного особого класса движе- 
ний, относительно которого мы теперь введем еще неко- 
торые специальные постулаты. А именно имеется одно 
и только одно движение, переводящее некоторую точку А 


в произвольно заданную точку А’и одновременно пря-. 


мую, идущую от А к А’ (с этим именно направлением), 
само в себя; такое движение назы- 
ваем сдвиго м, также перенос- 
ным движением, или пере- 
несением (УетзсшеБипя, Тгапз!а- 
Ноп), или для большей ясности 
параллельным сдвигом. Так 
вот, мы требуем, чтобы вообще 
всякий подобный сдвиг переводил 
в само себя всякую прямую, соеди- 
- няющую любые две взаимно соот- 
ветствующие при этом сдвиге точки Ви В’, сохраняя ее 
направление (от, В к В’), и далее, и это самое главное, 
чтобы все со* (двукратно-бесконечные) сдвиги плоско- 
сти образовывали подгруппу по отношению к группе 
движений, 

Если повторять несколько раз один и тот же сдвиг 
(рис. 105), то А будет переходить в точки А’, А”, А”", 
полупрямой А А’, направленной от Ак А*; приходится 
прибавить в качестве дальнейшего постулата, что эти 
точки могут в конце концов достичь либо перешагнуть 
любую точку этой полупрямой. Путем повторения обрат- 
ного преобразования получаем ряд точек такого же рода 
на другой полупрямой (т. е. на протяжении первой полу- 
прямой АА’ в противоположную сторону). Представляя 
себе, что всякий слвиг из начального положения в конеч- 
ное мы выполняем непрерывным образом, чем нам еще 
придется воспользоваться, мы называем рассматривае- 
мую здесь прямую траекторией точки А при этом 
переносном движении. Тогда всякая прямая представится 
нам траекторией бесконечно многих точек и для вся- 
кого сдвига будет иметься со! подобных траекторий, 


Рис. 105. 
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а именно тех прямых, 


одят сами в себя. 
ь ВЕ различные траектории ОДНОГО И ТОГО 


носного движения не могут пересе- 
хе ь о действительно, ведь иначе точка а 
должна была бы при сдвиге получаться из двух. а а 
точек, а именно лежащих по одной на каждо м р Я 
торий, вопреки характеру переносного р м 
взаимно однозначного преобразования точек 1). те Я 
екториям одного и того же переносного движения д 
звание взаимно параллель" е 
ных прямых. Таким образом 
мы вводим это понятие, исходя —„, Я 
из некоторого свойства наших 
движений. В то же время пред- 
ставляется очевидным, что через = 
каждую точку А проходит во а 
всяком случае хоть одна 
араллельная 
м к прямой а, а именно трех о А 
при сдвиге (плоскости) вдоль заданной прямой 4. Е 
Наконец, мы должны установить еще одну Е 
нюю аксиому И Не переносныи ее а > 
нно такую: любые два с , й 
м еместительным свойством, Т. ое 
ется одна и та же точка В как в том случае, 2 я 
деленную точку А подвергнуть сперва сдвигу_ и 
сдвигу Г”, так и в случае обратного Е и 
нуть сперва сдвигу Т”’, а затем сдвигу : } 
символически это записывается так: 
ПП. 


Позже мне придется еще остановиться И 
дробнее на вопросе о том, как вообще приходят к м 
ным аксиомам; здесь же я хотел бы лишь подчерк ы 
что наши вышеприведенные аксиомы выражают как р 


1 [Неубедительное доказательство: ведь точки Ан ные 
две траектории, могли бы пройти в точку $ их сазаНию вЫ 
моменты (или в разные эгапы) непрерывн ›го вех ито 
представляющего пе одно, а бесконе т ] 
однозначных сопряжений плоскости с самою собою. 


которые при этом сдвиге пере- 


7’ 7 
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то, что представляется вполне привычным каждому че- 
ловеку уже с первых уроков геометрического черчения 
Ведь первое, что там делают, состоит в передвигании 
твердого тела — линейки илн циркуля 
или чего-нибудь подобного — с одного 
‚места на другое, для того чтобы 
переносить величины, и в частности 
невероятно часто применяют операцию 
сдвига, заставляя, например, тре- 
угольник скользить вдоль линейки 
(рис. 107). При этом опыт показывает 
ие раз, чго все точки треуголь- 
ка описывают параллель 
Таким образом наши допущения, рых и 
далее логически расчленять, не содержат в себе совер! . 
ничего искусственного. Ре 
Посмотрим теперь, как далеко можно проникнуть в 
аналитическую геометрию, исходя из этих первоначаль- 
ных понятий, относящихся к’ сдвигам. О прямоугольных 
координатах, конечно, не может быть и речи, так как мь 
до сих пор еще не имеем никакого опорного пункта тт 
определения прямого угла 
но зато можно ввести в об- 
щем виде параллельные ко- 
ординаты. Через некоторую 
точку О проводим две про- 
извольные прямые, называя 
их осью и у-0сью 
(рис. 108). Рассмотрим сдвиг 
Т, переводящий точку О 
в произвольно выбранную 
точку 7 на х-оси. Тогда, 
повторяя несколько раз этот 
сдвиг Т, получим из этой 
, Е точки 2, 3, 4 на 
При повторении т а 
т-, Е ыы Е р же образом обратной операции 
пы › что она переводит 7 в О, точка 
реходит поочередно в точки — 71, —2 . 
Получаемым таким образом точкам п Е я ПОЛОН 
тельные и отрицательные целые ар о и, 
в - 


Рис. 107. 


Рис. 108. 
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„абсциссы“ х. Конечно, они не исчер- 
пывают всех точек х-оси, ‘но согласно одному из наших 
постулатов расположены таким образом, что всякая иная 
точка (той же оси) заключается между двумя точками 
из их числа. 
Аналогичным образом, исходя из произвольного сдви- 
га Т’вдоль у-оси и выполняя его произвольно часто как 
в том, так и в другом направлении (вперед и назад), по- 
лучаем во всех точках р И, А 
в которые попадают О, точки уУ-оси 
с положительными и отрицательными 
целочисленными координатами. При этом 
надо, разумеется, иметь в виду, что 
определяя таким образом отрезки х иу 
на обенх осях, мы еще не можем сопо- 
ставлять их между собою, так как мы 
не вправе пока применять наряду со 
сдвигами также движение (вращение), 2^— у 
переводящее х-ось в у-ось. : 


—9,..., как их 


Теперь мы можем перейти также Рис. 109. 
к точкам х-оси с нецелочислен- 
ными абсциссами, сохраняя ранее выбранную 


произвольно единиду. Что касается прежде всего раци- 
ональных точек, то мы будем искать Аля того, 
чтобы выяснить вопрос на конкретном примере, В первую 
очередь такой сдвиг $ вдоль х-оси, который, будучи 
повторен один раз, дает как раз вышерассмотренный 
единичный сдвиг 7. Тогда ту точку, в которую сдвиг 

переводит точку О, мы отметим как точку 1|„, а повтор- 
ное применение 5 даст нам точки с абциссами 3», 5/», ... 
Для доказательства существования подобного сдвига 
$ и вместе с тем этих точек покажем прежде всего, 
что прямая от точки 1], к точке 7 у-оси должна быть 
параллельна прямой 12’ (что соответствует известному 
построению, дающему деление отрезка на равные части). 
Действительно, рассматривая сдвиг 5 (рис. 109), пере- 
волящий О в точку 1|,. как последователь ность сдвигов 
Т’ из Ов7’ и $ из /' в точку 1[» можно однократное 
повторение сдвига 5, что согласно определению тож- 
Т заменить ввиду коммутатив-’ 


дественно со сдвигом Г, 
ности любых двух сдвигов последовательностью одно- 
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кратно повторенного сдвига Т’ и однократно повто- 
ренного 5’. А так как первый переводит О в 2', то 
путем двукратного 
применения сдвига 5”. Итак, прямая 2’7 является од- 
ной из траекторий сдвига $’ и, как таковая, действительно 
параллельна другой траектории того же сдвига, идущей 


этим сказано, что / получается из 2” 


отк 7’ 7/2. 


Но ведь точки 2’и 7! нами уже были получены, так 
что сдвиг 5’ находится в нашем распоряжении. Поэтому 
было бы обеспечено однозначное построение на основа- 
как точки пе- 
ресечения х-оси и траектории точки 7’ при этом сдвиге 5", 
что эта траектория дей- 
ствительно пересекает х-ось. Конечно, это не вызывает 
с точки зрения наглядных представлений ни у кого ни- 
каких сомнений, однако в рамках нашей аксиоматики 
такой вывод нуждается еще в одной особой аксиоме, 


нии уже имеющихся элементов точки 1, 


если бы мы только знали, 


‘так называемой „аксиоме взаимного расположе- 
ния“ („2\уузспепахот“) на плоскости. Суть этой 
аксиомы состоит в том, что прямая, входящая внутрь тре- 
угольника через одну его сторону, должна снова выйти 
из него через другую сторону 1), — тривиальный факт 
нашей пространственной интуиции, который приходится 
0с0бо отмечать только по причине ее логической неза- 
висимости от других аксиом. Путем совершенно анало- 
гичных рассуждений, очевидно, возможно получить точку 
вообще для каждого рационального значения абсциссы х; 
‘из наших постулатов нетрудно умозаключить, что подоб- 
ные „рациональные точки“ имеются внутри всякого (как 
угодно малого) отрезка. 

Но для того чтобы действительно получить все точки, 
какие фактически рассматриваются в геометрии, мы должны 
принять в расчет также и иррациональные абсциссы. А 
для этого нам нужен еще один, тоже весьма наглядный 
постулат, представляющий лишь выше обещанное уточ- 
нение требований непрерывности: должно 
‘существовать еще бесчисленное множество 


1) [Обыкновенно эту аксиому называют аксиомо й, или постула- 


том, Паша (РазсН), который нвел ее в своих „Лекциях по ыовой 
геометрии“ 1882 г.] 


\оследовательности и непреры 


‘исел произошло исторически В 
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оси или соответственно 
ль себя самой, которые 
о отношениях 
вности к ра- 
в каких иррациональ- 
тся к рациональным чи- 
ляется ‘тем более самооче-, 
введение. иррациональных 
результате кручения 


ругих точек на Хх: 

| (6) 
ВИГОВ ЭТОЙ ОСИ ВД 
ходят в в таких же точн 


ые числа находя 
лам. Эта аксиома представ 
что ведь, обратно, 


1 
ости 
а оси оказываются взаимно 
псложительными и 
енными со всеми 
енными числами №; совершенно 
ми у-оси. 


днозначно сопряж а 
трицательными вещ 
нелотинно в а что описанный здесь 
юны прямой представляется 
масштаба на пря 
аи: Всякий, кому приходится и 
ает так: перемещает вдоль свое 
имеющее согласно 
в одну единицу (на- 
ми ножек циркуля), и 
и получаемые таким 


ению 
извольному соглаш 
МЕ, `расстояние между ее: 
тем подразделяет. на равные 


азом отрезки. 
ре а в состоянии охарактери 


двиг плоскости вдоль х-оси ыы 
ающим Для каждой точки Хх Н 
нового положения: 


зовать каждый 
ым уравнением, 
и абсциссу ее 


х'=х-+а, 


т ьный 
т.е. кх прибавляе ся рациональный ЕР , 
ложи ельн Я ый отр . оон 
ый или о рицательн ок @ Подоб ь 
ых Ра вдоль у-0<и может быть описан уравнением 
: , 


и=у-6. 


110) оба эти сдвига один после 
аком именно порядке, то начало 
переместительности СДВИГОВ, 

Р; тогда гово- 


Если выполнить (рис. 
другого безразлично, в [4 


не 
перейдет, по причи 
нее вполне определенную точку 


1)"Ср. т. Ъ стр. 5 и сл. т 


я математикл 


© Клеи. Элежсятеруя 
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рят, что точка Р имеет абсциссу аи ординату & 
Но можно и, обратно, каждой точке Р однозначным об: 
разом отнести два числа а и 6; для этого достаточно 
произвести сдвиг, переводящий О в Р, и затем опреде- 
лить абсциссу и ординату точек пересечения осей в их 
новых положениях, в какие они при этом переходят, с их 
подложе- 
ниями, Этим устанавливается 
взаимно однозначное сопря- 
жение (или отображение) 
между совокупностью всех 
точек плоскости и совокуп- 
ностью всех числовых пар 


первоначальными 


(а, 5), так что мы действи- 
тельно получаем полное 
определение координат на 
а только исследовать, как должно 
равнение прямой. Рассм 

. отрим 
р прямую, идущую от О кР (а, 6); она а 
о дно, содержать все те точки, какие получаются при 
овторении сдвига, перемещаемого О в Р, т. е. точки: 


Рис. 110. 


Х=)а, у= А 


с целочисленным ^. Затем замечаем, что и все точки, оп- 
ределяемые этими уравнениями при рациональном н на- 
ое ПЕ иррациональном ^, должны лежать на той же 
РИ ‚ но что, с другой стороны, этим исчерпываются 
точки. Таким образом исключение ). приводит 
уравнение к такому виду: ы- 


та х:у=жа:ь 

Вх — ау =0. 

Поэтому всякое уравнение вида: 
ах + Ву=0 


т изображает прямую, проходящую через О, если 
от ко а, В не обращаются одновременно в нуль. Но вель 
бую прямую можно получить из подходящей выбран- 
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й прямой, проходящей через О, путем параллельного 
ереноса, из чего окончательно заключаем, что сово- 
упность всех прямых изображается сово- 
упностью всех уравнений первого порядка: 


ах + ВУ +т=0, 


оторые носят название л инейных уравнений. 

Из того факта, что прямая изображается линейным 
равнением, без труда получается методами аналитической 
еометрии значительная часть геометрических теорем. 
е входя в детали, отмечу лишь, 
ожно вывести всю аффинную геометрию и 
месте с тем также и всю проективную геомет- 
ию. Этих результатов мы достигаем, таким образом, на 
снове одних только специальных постулатов, относя- 
цихся к подгруппе со? сдвигов. 

Остановлюсь еще только на одном факте, который 
онадобится нам в дальнейшем. Мы доказали раньше 
ри помощи теорем проективной геометрии то предло- 
ение Мёбиуса, согласно которому всякая колли- 
еация ‘является проективным преобразованием, 
. е. преобразованием, которое изображается дробно-ли- 
ейными или соответственно целыми линейными подста- 
овками координат. Но ведь согласно нашему первому 
опущению движения представляют собой коллинеации, 
при которых каждой точке, находящейся на конечном 
расстоянии, соответствует также не бесконечно удален- 
(ая точка, а с другой стороны, мы теперь уже построили 
всю проективную геометрию, и поэтому с нашей тепе- 
решней точки зрения предложение Мёбиуса имеет также 
силу. В результате каждое движение необхо- 
димым образом изображается линейным це- 
ым преобразованием только-что введенных 
параллельных координат х, у. 

Если мы теперь пожелаем преникнуть далее в область 
метрических понятий геометрии, в частности, установить 
понятия угла между двумя прямыми и расс тояния 
между любыми двумя точками (до сих пор мы могли го- 
ворить только о расстоянии двух точек, лежащих на 
х-оси или на у-осн), то нам придется заняться полно й 
группой движений. о , . 

18° 


что таким образом- 
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В частности, фиксируем наше внимание на тех движе- 
ниях, которые оставляют без изменения какую-нибудь 
точку, например начало О; это будут, так называемые, 
вращения около этой точки. Тогда, согласно общему 
постулату, регулирующему определение движения, должно 
существовать в точности одно вращение, кото- 
рое переводит полупрямую а, исходящую из 
точки О, влюбую другую полупрямую а’тоже 
из О (рис. 111). Эти вращения являются в некотором смы- 
сле двойственными или взаимными (414) по от- 
ношению к сдвигам, так как они оставляют без измене- 
ых ния некоторую точку подобно тому, 
как сдвиги переводят в самое себя 
некоторую прямую. По аналогии 
со сдвигами мы будем ` предста- 
влять себе все вращения также 
А_„ совершающимися непрерывно, ис. 
ходя из начального положення, и 
снова будем говорить о траек- 
ториях, которые при этом опи- 
сывает каждая точка. : 
Однако между вращениями и 
| сдвигами имеется существенное 
различие, которое мы должны тоже четко формулиро- 
вать в виде особого постулата: полупрямые п’, а”,..., 
получаемые из полупрямой а при повто- 
рении одного и того же вращения около О, 
должны, в конце концов, либо достичь, либо 
перегнать всякую полупрямую, выходящую из О 
(в то время как сдвиг давал только точки одной полу- 
прямой). Поэтому, в частности, непрерывное вращение 
должно в конце концов вернуть полупрямую а в ее на- 
чальное положение, причем и каждая точка’ А должна 
вернуться в свое начальное положение: траектории пред- 
ставляют поэтому замкнутые линии, встречающие каж- 
дую полупрямую, исходящую из О, в одной и только 
одной точке А, так что все отрезки ОА окззываются 
взаимно конгруэнтными (т. е. могут быть переведены один 
в другой путем изучаемого движеция); таким образом 
эти траектории являются тем, что обычно называют 
кругами с центром О. 


4’ 


Рис. 111. 
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Теперь мы фиксируем в пучке лучей, и 
ний некоторую 
с помощью этих вращении я 
} ы раньше строили у 
шенно подобно тому, как м и 
в, причем тогда нам пр 
прямой с помощью сдвигов, : 
а еще принять р ия 
ТИ. 
тельно непрерывнос 
в детали всего этого и отмечу ре ты 
вращени 
в конце концов с каждым о 
пряженным некоторое вещественное число — угол и 
вращения; причем и, обратно, каждое вещест 
число оказывается углом некото- 
рого вращения. Новым моментом 
является, конечно, здесь перио- 
дичность вращения, и поэтому 
представляется целесообразным из- 
брать в качестве единицы как о 
полный оборот, переводящи 
какой-нибудь (и вместе с тем и 
каждый!) луч *) снова в самого себя. 
Однако согласно традиции за еди- 
ницу принимают вращение в ожну 
четверть полного и 
еты 
которое, будучн повторено ч а 
Е < на - угол о Е ноже 
. Тогда в 
вают прямым углом ый 
| .Ю. где ® может изобр 
быть измерено его углом ® К, ыы 
любое вещественное число, которое можно ре 
благодаря периодичности интервалом значени 
четырех (рис. 112). и 
до Подобным ме образом можно ей 
` гим центр в 
лов в пучке лучей с любым дру 
сто оо можно непосредственно т 
помощи соответственного сдвига шкалу угл и. 
еа1 и ар» 
в О.. А именно, если даны полупрямы ы и 
щие из О, (рис. 113), и если Т представля ый 
водящий О в О,, то назовем буквами а, @ те лучи, 


Рис. 112. 


1) [В смысле „полупрямой“, наи „направленной прямой“, Вообще 


у луч", „полулуч“, „полу- 
‹лейн пользуется в этом разделе терминами » 

ры. а, Нафзиаы, Нарега4е) недостаточно четко. Мы 
употребляем „полупрямая“ и „луч“ как синонимы. ] 
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дящие из О, в какие переходят лучи а, аи при выпо; 
нении обратного сдвига 7-1; если ® представляет вращ 
ние около О, переводящее а в а’, то вращение 8, около О 
переводящее а, в а, может быть получено ` путем п 
следовательного выполнения операции Т-\ ЯТ ил 
в непосредственно понятной символике: 


©, == Г-19Т. 


я Действительно правая часть этого равенства тож 
зображает движение О:а, в О!а, а такое движени 


представляется одн 
значно определенным 
И вот мы приписывае! 
т вращению ®, такой ж 
самый угол ®.Ю, како 


НЙ имеет вращение © сог 
РР ЕЕ ласно данном выш 
определению. Если да 
`\ Ри но какое-нибудь дру 
5 ы гое вращение 9’ в пучк 
. О, то в пучке О, ему 
Рис. 113. и а ты 
ние 8, = 7- ‚ а сло- 
жение обоих вращений ®, и 9 равно 


9,9, = Г16тГ-19'Т= Т-ц99')Т; 


ты образом оно соответствует сложению ®@ и 9". 
о следует, что наш перенос действительно ус- 
ивает при О, ту же самую шкалу, какую дало бы 
повторение прямого приема. 
к Евклида имеется теорема, которая перешла в боль- 
: ря наших элементарных учебников, а именно: все 
р = углы конгруэнты между собою; каждый 
у цийся, конечно, готов считать это положение самооче- 
м и я полагаю, что в школе действительно можно 
и ь о нем, так как все равно школьник не в состо- 
и постичь заключенной в нем идеи. Но его действи- 
РЕ смысл в точности совпадает с содержанием на- 
ры последних рассуждений, а именно: равные углы, 
ределенные помощью вращений около различных точек, 
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можно привести ко взаимному наложению с помощью дви- 
жений, другими словами, — они конгруэнтны между собой. 

Установив таким образом общее определение угла, мы 
теперь дадим также определение расстояния между 
любыми двумя точками, тогда как до сих пор мы 
могли сравнивать только расстояния на одной и той же 
прямой при помощи сдвигов. Если расстояние Г отложено, 
например, от О по хХ-оси, то мы можем (рис. 114) пере- 
нести его помощью вращения около О на всякую другую 


а! 


Рис. 114. Рис. 115. 

прямую а’, проходящую через О; таким образом можно 
вообше всю шкалу длин на х-оси перенести на а’, а за- 
тем помощью сдвига — на всякую другую прямую, парал- 
лельную а’ и, следовательно, вообще на любую прямую. 
В результате мы действительно получаем возможвость 
измерять расстояние между какими угодно двумя точками 
соединяя эти точки прямою и перенося на нее опи- 
санным способом масштаб с х-оси. В частности, таким 
приемом можно построить масштаб на у-оси (который 
мы вначале считали самостоятельно установленным), 
исходя из масштаба на х-оси. 

Теперь мы пополним наш аппарат аналитической 
геометрии этим новым ‘понятием вращения. При этом 
мы будем пользоваться, — на что мы теперь имеем пра- 
во, — вместо общих параллельных координат специаль- 
ными прямоугольными координатами х, у. 

Мы уже знаем (стр. 275), что всякое движение изобра- 
жается некоторой линейной подстановкой в Х, У: 


га = (а.х + Вау + с1) : М, 
у’ = (ах + БУ 04) : № 


/ 
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Так как эта подстановка переводит‘всякую конечную 
снова в конечную же точку, то знаменатель Л должен 
быть постоянным, так чо можно принять его равным 
единице, В частности, для вращения около О имеем: 
С1 ==: =0, так что подстановка принимает такой вид: 


Х’ = ах + р 
У’ =азх + ву. 


Для одного специального вращения, а именно для 
вращения на один прямой угол мы можем указать непо- 
средственно точную форму этих уравнений. Дело в том, 
что для наших прямоугольных координат при таком вра- 
щении х-ось переходит в у-ось, а у-ось — в отрицательную 
х-ось, так что уравнения принимают такой простой вид: 


(1 


у=—х. (2) 


Теперь вопрос о нахождении формул вращения сво- 
дится к такой чисто аналитической задаче: требуется 
найти такую однократно-бесконечную группу подстановок 
вида (1), которая содержала бы в себе подстановку (2) и 
для которой всякая подстановка группы, вообще говоря, 
получается путем «-кратной итерации (повторения) из (2), 
где « обозначает некоторый вещественный параметр. 


В случае рационального дробного ® = это выражение 


[т. е. ®-кратную итерацию (2)| надо, конечно, понимать 
в том смысле, что искомая подстановка, будучи повто- 
рена 4 раз, дает как раз разультат р-кратно итерированной 
подстановки (1), тогда как иррациональные значения’ ® 
следует аппроксимировать рациональными значениями 
согласно постулатам непрерывности. 

Следует уяснить себе, что здесь не следует предпола- 
гать никаких геометрических значений, в частности, 
относительно формул вращения прямоугольной системы 
координат, но зато мы вправе и действительно хотим 
без стеснения пользоваться сведениями по анализу. И хотя 
получаемое построение не может найти в такой форме 
непосредственного применения в школьном преподавании, 
зато оно принимает очень изящный и простой вид. 
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Отмечу прежде всего, что вращение (2) и 
записано при помощи комплексных чис 
такой одной формулой: 
г ха =Их+ и). (2) 
Отсюда сразу же заключаем, что итерированная под- 
становка выразится так: 


ху = (0), 


ть 
т. е. посредством уравнения того же вида с те 
разницей, что вместо # стоит #; точно так же пр р 


ной итерации В выше указанном смысле о 
множитель ?’ для каждого м Воб . ы ый 
тате получаем такое аа ке в: 
вращений плоскости около нау 


х-У/ =Р(х +5). (3) 


ведении этого хода мыслей мы, ие 
ьзоваться из анализа полным знание 

е’, а также тригонометрических 
редством формулы Эйлера: 


При точном про 
но, должны воспол 
показательной функции 
функций, связанных с нею пос 


е? =с0$ 2 — $11 2. 


(не`имея, однако, нужды, пока что, в каком-либо пред- 


м значении). 

нии об, их геометрическо 

И он случае мы знаем также число * из формулы 
и 


е" = — 1 

тогда: | 
: р 

р=е . 


) ние, однозначно 
А под 2° всюду следует понимать значение, 


определенное такой формулой: 


тя 


2 шт м 
= с0$ —- зщ >. 
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Вставляя это в (3) и отделяя вещественную и МНИМ 
составные части, получаем: 


’ «я . 
х' = 605. Хх — 1-5 +, 


. =п 
у =“. х + с03 5 у, 
и это дает нам искомое изображение группы вращени 


с а более элементарных аналитических символов 
связи с этим результатом представляется целесо 


образным принять прямой. угол не за единицу, а за угол. 


Мы будем это называть натуральной шкалой угло 
подобно тому, как мы говорим о натуральном логарифме 
желая этим отметить, что эти понятия имеют свое осно- 
вание в самой природе вещей, хотя обнаружение этого 
и требует более глубокого’ вникания. Пользуясь этой 


натуральной шкалой, будем вместо 5 писать просто в 1), 


и, таким образом, вместо (4) получаем 
и в качестве формул 
вращения такие общеизвестные формулы: р 
Х' = со. х— Зо. у, 
ео (5) 
у’ = зш о. х— 038 + у. 

Теперь нам следует заняться исследованием того 
На истины содержатся в этих форму- 
а будут все те элементарные теоремы, какие 

предпосылают, чтобы затем из них 
вывест 
формам (5): ги 

. Рассмотрим сперва т 

очку х-оси на } 
и. у расстоянии / 


х =г, у=0. 
Если повернуть эту 
точку на угол ®, то формулы (5 
дают такие координаты ее нового положения: я 
Хх = со ®, 
У = ГП ©; 


(5) 


1) Формулы (4) соответствуют вращенню на ®. А, т. е. на Е 
Р 
новых единиц; а при вращенни (повороте) на угол ® (новых единиц 


Г: 
надо в (4) вместо “> паписать всюду тоже ®. 


ОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ 283 


при‘этом ради краткости мы опускаем акценты (штрихи) 
при координатах новой точки. Принимая для определен- 


ности ® => и рассматривая прямоугольный треугольник 


(рис. 116), образуемый радиусом- р 
вектором Г точки х, у, ее абсцис- 
сой х и ординатой у, замечаем, 
что формулы (6) дают соотно- 
шения между его сторонами и 
углом ® Пользуясь соотношением 
с03*® + $1? ® == 1, которое выте- 
кает из тех аналитических опре- 
делений этих функций, какие здесь положены в основу, 
получаем из (6) непосредственно: 


Рис. 116. 


х У =, (ба) 
что представляет собой теорему Пифагора, кото- 
рая получается, таким образом, как следствие наших 
допущений ‘относительно движений плоскости. Но мы 
можем. переписать (6) еще и в таком виде: 

х 
с08® =>, зте=>, (6Ъ) 


и это дает то элементарно-тригонометрическое значение 
наших функций угла, какое обыкновенно берут в каче- 
стве их определения: косинус и синус представляют собой 
отношение прилежащего и противолежащего катета 
к гипотенузе. 

9. Теперь нетрудно будет вывести общие аналитиче- 
ские выражения для основных понятий „расстояние“ и 
„угол“, переводя данные элементы (точки либо прямые) 
посредством сдвига и вращения в только что рассмотрен- 
ное специальное положение. Таким образом для рассмот- 
рения двух точек ху, Уз И Х» Уз находим: 

г= Ус: — жа + 01 — У. 

Действительно, достаточно перевести помощью сдвига 
точку 2 в начало координат, чгобы согласно формулам 
сдвига получить разности х:—Х» У 8 В качестве 


новых координат точки 7, и тогда из формулы (ба) 
сразу получается наше выражение для г. Совершенно 
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аналогично я, конечно, могу здесь не останавливаться на 
деталях, — из (65) получаются следующие формулы для 
угла в между любыми двумя прямыми, выра- 


жаемыми уравнениями: 


ах Ву + 8: =0, 

вах + Вьу + & =0, 
ПИ 2, . ИИ 
Уз+н Узчи' 
18, — а.Вт ы 
Уа+н Уач-в' 


3. Наконец, мы должны еще поговорить о понятии 
площади, которым нам до сих пор при нашем построении 
геометрии совершенно не приходилось еще пользоваться. 
Однако это понятие содержится, хотя в более или 
менее неточной форме, в наивном пространственном 
сознании каждого человека; всякий крестьянин знает, 
что означает фраза: участок земли имеет площадь 
в столько-то квадратных метров. Поэтому, если мы пол- 
ностью обосновали геометрию —и это действительно 
сделано в предшествующем, —не пользуясь этим основ- 
ным понятием, то мы должны его все же присоединить 
теперь задним числом к нашей системе, другими словами, 
выразить его в координатах. 

Здесь нам приходится начать с одного небольшого 
геометрического соображения, которое прибли- 
зительно в том же виде постоянно встречается у Евклнда 
и в элементарных изложениях геометрии. Имея прямо- 
угольник с сторонами А, В, мы определяем в качестве 
его площади произведение А. В. Соединяя, далее, в одно 
целое два прямоугольника или вообще две фигуры с изве- 
стной площалью, получаем одну фигуру, площадь которой 
должна равняться сумме чисел, выражающих площади 
первых; если отнять от прямоугольника или вообще от 
какой-либо фигуры, меньшую фигуру целиком в ней 
заключающуюся, то площадь остатка должна выражаться 
разностью чисел, выражающих площади обеих фигур 
(рис. 117). 


п @ = 


площади параллелог 
ется из прямоугольника ст 
путем отнятия некоторо 
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мы сразу приходим к определению 
рама. Параллелограм получа- 
ем же основанием и высотой 
го треугольника и присоединения 


Установив это, 


/) 


7. 
Иа 


7] 
Рис. 118. 


Рис. 117. 

равного ему треугольника (рис. 118); поэтому его пло- 
щадь равна площади названного прямоугольника и, сле- 
довательно, равна произведению основания на 
высоту. Диагональ делит ь 
параллелограм на два конгру- у: 
энтных треугольника, каждый 
из которых имеет поэтому 
площадью половину площади 
параллелограма: площадь 
треугольника равна по- 
ловине произведения 
основания на высоту. 

Применяя это к треуголь- 


нику со сторонами 7,1, 72 И . 
с а поченный между ними углом ®, так что высота, опущен 


ная наг,, равна г» з11 ®, находим для его площади выражение: 
ды Р.Г. ЗИ о , 
2 
ис. 119) 
Помещая одну вершину этого треугольника (р 

в начале координат и обозначая координаты обеих дру- 
гих вершин через хи, У: И А» У» МЫ легко можем ее 
лить эту формулу с помощью вышеуказанных выражен 
для расстояний и для угла в такую формулу: 


А = 1: и ь 


Легко убедиться втом, что вращения системы коорди- 
нау’ оставляют это выражение © без изменения, так что 
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мы имеем в нем действительно некоторое „геометрическое 
понятие“. Но, чтобы установить инвариантность также 
при сдвигах, а следовательно, и при всех вообще движе- 
ниях, надо подвергнуть одновременному преобразованию 
третью вершину, т. е. установить формулу для площади 


треугольника, образованного любыми тремя точками 
А» Уь А» У», Хз, Уз; тогда получаем: 
1 №1 У: 1 
А=х | №1 |, 
Ж Уз 1 


и это как 
курс (стр. 1 

Легко проверить, что определенные таким образом 
площади треугольника при соединении треугольников в од- 
но целое или при делении треугольников на части скла- 
дываются или вычитаются; это сводится, как мы это уже 
видели ранее, к простым соотношениям между опреде- 
лителями. 

Этим выполнено включение идеи площади в нашу 
систему аналитической геометрии, и вто же время мы при- 
обрели нечто такое, чего сначала не было еще в наив- 
ном представлении: площадь становится величиной, снаб- 
женной знаком (--). Я уже изложил подробно в самом 
начале этого курса (стр. 17), какое преимущество дости- 
гается этим в отношении свободного оперирования с фор- 
мулами и их недопускающей исключений приложимости 
по сравнению с наивным взглядом на площадь, как 
на абсолютную величину. 

4. Дальнейшим примером понятия, содержащегося в бо- 
лее или менее точной форме в наивном представлении 
пространства, которое мы теперь только должны допол- 
нительно включить в нашу систему геометрии, является 
понятие (произвольной) кривой. Каждый человек 
думает, что знает, что такое кривая, покуда он не изучит 
настолько математику, что его собьют с толку безчислен- 
ные возможные ненормальности; хорошую ориентировку 
дает соответствующий реферат в „Энциклопедии 
математических наук“ (Ш, А. В. 2) составлен- 
ный Мангольдтом (уоп Мапео1!9), Понятвя „линия“ 
И „поверхность“. у 


т та формула, с которой мы начали наш 
). 
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Но здесь мы не станем входить в подробности и ска- 
что под кривой мы понимаем совокупность 
очек, координаты которых представляют ня 
функции $, Х параметра Ь которые обладают ан 
производными, сколько требуется в каждом отдельн 


. м, У, 


Это дает возможность сразу развить в рамках нашей 
аналитической геометрии все те понятия и теоремы, ка- 
кие обыкновенно объединяются названием ин фините- 
зимальной (диференцн- 
альной) геометрии, в том 
числе понятие о длине дуги 
кривой, оплощади изогну- е 
той поверхности, о кри- 
визне, об. эволютах ит. д. 
Основная идея заключается по- 
стоянно в том, что кривую рас- 
сматривают как предел вписан- 
ного прямолинейного многоуголь- 
ника (рис. 120). Если две соседние точки имеют коорди- 


наты х, уих-+ ах, у-+ 4х, то из пифагоровой формулы 

тотчас же следует такое выражение для длины дуги: 
Гута, 

и точно так же из формулы для площади треугольника 


с вершиной О сразу же получается уже ранее употре- 
блявшаяся нами (стр. 28) формула: 


з/(хау— уаз), 


© 


Рис. 120. 


выражающая площадь сектора, заключенного между 
кривою и двумя радиусами-векторами, проведенными ко. 

На этом я покидаю наше первое построение геомет- 
рии, которое характеризуется тем, что мы на первое 
место выдвинули существование и расчленение трехпара- 
метровой группы движений и вслед затем сразу же ввели 
координаты с тем, чтобы иметь возможнасть в дальней- 
шем проводить наши выводы целиком в область ‘ариф- 
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метики. Этому построению’ в известной мере противо- 
стоит другой способ обоснования геометрии; он тоже 
приводит непосредственно к метрической геометрии и 
с давних пор играл большую роль; поэтому я хочу остано- 
виться и на нем подробнее. 


2. Другое обоснование метрической геометрии; 
роль аксиомы параллелей 


Противоположность этого обоснования по сравнению 
с первым построением заключается в том, что здесь 
идея движения прямо-таки последовательно 
избегается либо вводится лишь в дальнейшем в ка- 
честве дополнительного звена. Если как в древности, 
так и теперь еще часто отдавали предпочтение такому 
именно распорядку, то это вызывалось, несомненно, хотя 
бы отчасти философскими соображениями, о которых 
я хочу сказать здесь хоть несколько слов. Опасались 
того, что вместе с движениями в геометрию войдет 
чуждый ей элемент — время; и если, с одной стороны, 
пытались помещение на первый план движений оправ- 
дать большой наглядностью идеи твердого тела, то, с дру- 
гой стороны, на это возражали, что эта идея не только 
не имеет сама по себе точно уловимого смысла, но, как 
раз наоборот, — может быть обоснована лишь после того, 
как уже приобретено понятие о расстоянии. Конечно, на 
это эмпирист, со своей стороны всегда может ответить, 
что в действительности абстрактная идея расстояния из- 
влекается из наличия „достаточно“ твердых тел. 

А теперь разрешите мне указать вкратце основные 
мысли этого второго построения геометрии. Здесь начи- 
нают, как и раньше. 

1) С введения точек и прямых и с предложений, 
(аксиом), касающихся их сочетания, расположения, 
непрерывности. 

2) Но при этом вводят — и это здесь является но- 
вым —в качестве новых основных понятий, с одной 
стороны, расстояние между двумя точками (от- 
резок), а с другой —угол между двумя прямы- 
ми и устанавливают относительно них аксиомы, сущность 
которых заключается в утверждений того, что отрезки 
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и углы могут быть общеизвестным образом 
измерены посредством чисел, 

3) В качестве характерной (для второго построения) 
аксномы, которая замещает, собственно говоря, аксиомы 
группы движений, здесь выступает первое предло- \/ 
жение. о конгруэнтности: если две стороны 
и заключенный между ними угол одного тре- 
угольника равны соответственным элемен- 
там другого треугольника, то оба треуголь- 
ника конгруэнтны, т. е. все их соответственные 
элементы равны друг другу). В нашей прежней системе 


д 
Рис. 121. 


то является доказуемым предложением; можно указать 
движение, которое приводит (рис. 121) сторону А’В’ 
к наложению на АВ; тогда в силу сделанного предполо- 
жения сторона А’С’ тоже непременно совпадает с АС 
и вообще треугольники окажутся совмещенными. Если 
же мы не включаем движений в число основных понятий 
и, следовательно, не можем их применять, то нет никакой 
возможности доказать эту теорему, и мы вынуждены 
постулировать ее в качестве новой аксиомы. 
4) При дальнейшем развитии идей поступают как раз 
братно тому, что имело место при нашем первом пост- 
роении, как это вам, конечно, известно. Элементарное 
преподавание геометрии следует, ‘примыкая по существу 
Евклиду, о котором позже мне придется еще подробно 
оворить, в точности этому (второму) пути. Сперва 
оказывают теорему Пифагора и затем вводят тригоно- 
метрические функции косинус и синус в связи сих ролью в 
чении о треугольниках; а отсюда уже приходят, наконец, 
к такому же аналитическому аппарату, как и раньше. 


1) [Здесь Клейн не делает различия между равными, конгруэнтными 
симметричными фигурамн.] 


Ф. Клейн. Эдоментарная математика 19 
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через точку О должна проходить только одна 
прямая, параллельная к прямой 2. Это и есть 
та знаменитая аксиома параллелей, которая в тече- 
ние ряда столетий вызывала столько споров; ее же 
называют еще евклидовой аксиомой, так как у 
Евклида она четко сформулирована в виде постулата. 
Прежде всего я должен сообщить вам кое-что каса- 
ющееся истории этой аксиомы. В течение дол- 
гого времени делались величайшие усилия, направленные 
к нахождению доказательства этой аксиомы, т. е. 
к сведению ее на предшествующие ей геометрические 
аксиомы, и, конечно, всегда безуспешные. Эти усилия 
не прекратились и по сей день, и это вполне естественно: 
наука может прогрессировать как угодно далеко и все 
имея прямую # (рис. 122)]же всегда найдутся люди, которые полагают, что лучше 
и точку О вне #, соеди-|понимают дело, и игнорируют результаты надежного 
няем О с точкой Р, лежа-|точного исследования. 
щей на 2, и отодвигаем Р В действительности математика давно уже перешла 
в положения Р’, Р”,... Иот тех тщетных попыток к плодотворным новым иссле- 
все дальше и дальше на {лованиям и положительным результатам. Уже в 18-м 
(иными словами, мы пред-|столетии возникает характерная новая, более широкая 
ставляем себе последова-постановка вопроса: не является ли возможным построить 
тельность точек Р, Р’, Р",...|логически последовательную, свободную от внутренних 
„Рис, 122. или соответственно послелпротиворечий, систему геометрии, которая воздержива- 
к довательность прямых ОР]лась бы от этой аксиомы параллелей и допускала бы су- 
ОР’, ОР",... о движении же в прежнем смысле слова здесыществование двух различных предельных прямых в вы- 
не говорится). Луч ОР, при этом вращении вокруг О, достиг] шеуказанном смысле, т.е, двух различных параллелей ‘к 2, 
нет некоторого предельного положения, когда Р Уда]проходящих через О? = 
лится в бесконечность, и эту предельную прямун| В начале ХХ столетия математика оказалась в со- 
мы и называем параллельной к &, проходящейстоянии дать утвердительный ответ на этот вопрос; Гаусс 
через О. При этом нет никакой априо ной (уопуогове(Сацзз) первый открыл существование неевклидовой . 
ге) необходимости в том, чтобы луч ОР приближалсятеометрии, так мы называем вместе с ним геомет- 
к одному и тому же предельному положению пририческую систему указанного рода; из литературного 
удалении Р в бесконечность как в одну, так и в другуюнаследия Гаусса явствует, что он, несомненно, уже 
сторону, что дает абстрактную возможность су 1816 г. имел вполне точное представление о ней; но 
ществования двух различных прямых, прох относящиеся сюда заметки были найдены лишь много 
дящих через О параллельно прямой 28: озже и в 1900 г. напечатаны в т. УШГ „Собрания, про- 
Поэтому для нашего теперешнего построения. являет изведений Гаусса“ *). 
ся новой аксиомой, если мы постулируем в согласин. _ 
с нашей привычной интуицией, что эти два предельных 
положения всегда должны совпадать, иначе говоря, чт 


5) При этом оказывается необходимым установить еще 
одну особенно важную аксиому, относящуюся к теории 
параллелей. При нашем первом обосновании парал- 
лельность была одним из первых основных понятий, кото- 
рое сразу же возникло при рассмотрении сдвигов: мы 
называли прямые линии параллельными, если они явля- 
лись траекториями (различных точек) при одном и том 
же сдвиге. Совершенно иначе, обстоит дело здесь; среди 
до сих пор введенных ос- 
новных понятий параллель- 
ность не встречалась, по- 
этому нам приходится те- 
перь поговорить еще в от- 
дельности о ней. А именно, 


1) СезапииеНе \Уеке, Ва. УШ, Шерав 1900, Относящаяся сюда часть 
дана Штеккелем (Р. 5\йсКе!), 


19* 
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венным. Но что получится, если отбросить это допуще- 
ние, если, например, вместо него предположить, что 
прямые суть линии замкнутые, вроде больших кругов 
на сфере? Здесь речь идет о различии между бес- 
конечностью и безграничностью (Опепайсвкей | 
цпа ОпБертеп Вей) пространства; это различие луч- 
ше всего можно понять, рассматривая аналогичное соот- 
ношение в двумерной области: безграничными являются 
как обыкновенная плоскость, так и поверхность сферы, 
но только первая бесконечна, тогда как другая имеет 
конечное протяжение. 

Риман действительно считает пространство лишь 
неограниченным, но не бесконечным; тогда 
прямая становится замкнутой кривой, на которой точки 
расположены, как на окружности. Если заставить теперь 
снова, как и прежде, точку Р перемещаться по прямой & 
все время в одном направлении, то она в конце кон- 
цов снова вернется к исходному месту, а луч ОР вооб- 
ще не будет иметь никакого предельного положения: 
не существует вовсе прямой, проходящей че- 
В О параллельно прямой #2. Таким образом у 

имана мы встречаемся со вторым видом неевкли- 
довой геометрии („Н. Г. П“) в противоположность 
неевклидовой геометрии Гаусса, Больяи и Лобачевского 
сн. Г, №) 

На первый взгляд это кажется парадоксальным, но 
математик сразу подмечает здесь аналогию с обык- 
новенной теорией квадратных уравнений, 
что указывает на путь к пониманию этих вещей. А имен- 
Е: но, квадратное уравнение имеет либо два различных ве- 

1) Эти работы переведены на немецкий язык Энгелем и Штек- 


И щественных корня либо не имеет нн одного такого 
1 1сецкНаснеп ОСес- , 
келем в издании „Откип@еп 2иг Сезсмсве ег пс! Нк ня ( А ТЕ а 


в качестве переходного случая имеет один 7:4: 18121: (4) 
вещественный корень. Это вполне аналогично с двумя раз- 
личными вещественными параллелями: Н. Г. |, с отсутст- 
вием действительных параллелей в Н. Г. П и, наконец, 
с переходным (или промежуточным) случаем одной па- 
раллели, определяемой двояким образом, как некое пре- 
дельное положение в евклидовой геометрии. 

Прежде чем приступить к более точному математиче- 
скому рассмотрению неевклидовой геометрии, я хочу хотя 


Сам Гаусс ничего не опубликовал, кроме немногих 
случайных высказываний, об этом своем великом откры- 
тии. Независимо от него неевклидову геометрию пост- 
роил около 1818 г. юрист Швейкарт (Зснуещжай), наз- 
вавший ее астральной (т. е. звездной, геомет- 
рией. Он тоже не опубликовал своих исследований. 
Впервые узнали кое-что о них из одного письма, напи- 
санного Гауссу и найденного среди бумаг последнего. 
Первые опубликованные работы по неевклидовой геомет- 
рии написали русский геометр Н. И. Лобачевский (1829) 
и венгерец Больяи младший (). Во!уа! 4е Воуа) (1832) 1), 
которые оба нашли эти результаты независимо один от 
другого и обладали нми, насколько можно судить по 
имеющимся материалам, уже в 1826 г. и соответственно 
в 1823 г. В течение протекшего столетия эти вещи бла- 
годаря многим работам стали общим достоянием мате- 
матиков, и в наши дни всякому образованному вообще 
человеку приходилось слышать что-нибудь о существо- 
вании неевклидовой геометрии, хотя только специалист 
может достичь ясного ее понимания. 

Существенно новое направление дал этим вопросам 
Риман (ЕК1етапп) в начале второй половины ХХ столе- 
тия; оно изложено в лекции „О гипотезах, лежащих 
в основании геометрии“, прочитанной Риманом в 1854 г. 
для получения права, преподавания в университете (так 
называемый ПаБИНаНопзуойгая °). Риман замечает, что 
в основе всех предшествовавших исследований лежит до- 
пущение того, что прямые имеют бесконеч- 
ную длину, которое является, конечно, крайне естест- 


(Н. \Меу!) Вейш, 3. Ацй., 1923. [Существует пусскнй перевой 
проф. Д. М. Синцова в сборнике „Об основаниях геометрии“, 
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бы вкратце коснуться ее большого философского значения, 
благодаря которому она всегда встречала со стороны 
философов живой интерес, часто сопровождаемый резко 
отрицательным отношением. 

Прежде всего эта дисциплина дает ответ на вопрос 
о том, какой характер имеют геометрические 
аксиомы, рассматриваемые с точки зрения чистой ло- 
гики. А именно, из самого факта существования неевкли- 
довой геометрии можно непосредственно заключить, что 

евклидова аксиома отнюдь 
0 не является следствием пред- 
посланных ей основных по- 
нятий и аксиом и-что и в дру- 
тих отношениях не имеется 
ничего такого, что логиче- 
ски понуждало бы нас к ее 
принятию. Ибо, заменяя ее 
противоречащим ей допуще- 
нием и сохраняя неизмен- 
ными все прочие аксиомы, мы не только не приходим 
ни к какому противоречию, но получаем неевклидову 
геометрию в качестве дисциплины, столь же безупреч- 
ной логически, как и евклидова геометрия. Таким обра- 
зом те особенности нашего представления о 
пространстве, описание которых дает аксиома парал- 
лельных, во всяком случае, не является чисто логическою 
необходимостью. 

Но в таком случае спрашивается: нельзя ли разрешить 
вопрос об истинности аксиомы параллелей с помощью 
чувственной интуиции (Зшпезапзсвапип)? И по 
этому вопросу неевклидова геометрия тоже дает важные 
указания, а именно: является безусловно невер- 
ным мнение, будто непосредственное чувст- 
венное восприятие учит нас существованию 
в точности одной параллели. Дело в том, что наше 
восприятие пространства (Каитмавтпентиия) отнюдь не 
обладает абсолютной точностью и что и здесь, как и во 
всякой другой области чувственного восприятия, мы не 
в состоянии воспринимать как различные те величины 
(отрезки, углы и т. д.), разность между которыми ле 
жит ниже известного предела, так называемого порога. 


Рис. 128. 
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В частности, если через точку О провести две прямые, 
чрезвычайно близко одну от другой (рис. 123), то мы на- 
верное не будем в состоянии различить их между собою, 
если только угол между ними будет достаточно мал, 


1 
например, равен 1” или, если угодно, О. или еще мень- 
С 


ше. Поэтому представляется затруднительным вывести из 
непосредственного созерцания заключение о том, проходит 
ли через О действительно одна и только одна параллель 
к или же две, но отстоящие одна от другой всего 
дишь на такой незначительный угол. Мы почувствуем это 
еще яснее, если представим себе, что О лежит невероятно 
далеко от &,.скажем, на расстоянии Сириуса от Земли 
или даже в миллионы раз еще дальше. При таких рас- 
стояниях чувственное созерцание теряет совершенно ту 
остроту, которую вообще считают свойственной ему, и 
наши глаза абсолютно неспособны больше различить, име- 
ется ли одна или две параллели к данной прямой д, 
соответственно определению параллели как предельного, 
положения вращающегося луча. 

С этим положением вещей неевклидова геометрия пер- 
вого рода мирится фактически так же хорошо, как и 
евклидова. Как вы увидите еще яснее из тех математи- 
ческих формул, которые я сейчас сообщу, неевклидова 
геометрия первого рода содержит еще одну произволь- 
ную постоянную; оперируя ею надлежащим образом, 
можно сделать угол между обеими параллелями к &, 
проходящими через умеренно удаленную от & точку О, 
как угодно малым, и только по мере удаления Оотг 
этот угол будет приобретать все более заметную ве- 
личину. 

Таким образом, поскольку верно то, что 
наше восприятие пространства охватывает 
только ограниченную его часть и притом с 
ограниченною точностью, поскольку его мож- 
но учесть сколько угодно точно посредством 
некоторой Н. Г. [. 

Но’ совершенно аналогично обстоит и СН. Г. П. Необ- 
ходимо только отдать себе отчет в том, что бесконечная 
длина прумых тоже не является обязательным выводом 
из непосредственного чувственного созерцания. 
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Мы можем проследить всякую прямую только в пре- 
делах некоторой конечной части пространства, поэтому 
мы не впадем в противоречие с нашими восприятиями, 
если скажем, что прямая имеет, хотя и невероятно 
большую, но все же конечную длину, быть может, рав- 
ную нескольким миллионам, или- даже еще большему 
числу, расстояний до Сириуса; фантазия может, конечно, 
придумывать здесь сколь угодно большие числа, выхо- 
дящие за пределы всякой возможности непосредственного 
созерцания. В видуэтих соображений, можно, 
как угодно точно, представить отношение во 
всякой ограниченной части пространства 
также и посредством Н. Г. П, тоже содер- 
жащей произвольный параметр. 

Затронутые здесь логические и интуитивные факты, 
изложенные так, как они представляются с точки зрения 
математики, идут, конечно, в высокой степени в разрез 
с тем ортодоксальным поннманием пространства, какое 
многие философы связывают с именем Канта и согласно 
которому ‚все тгоремы геометрии должны иметь абсо- 
лютную силу. Этим объясняется, почему неевклидова 
геометрия вызвала столько раздражения н сопротивления 
в философских кругах с самого начала их знакомства с нею. 

Обращаясь, наконец, к собственно математи- 
ческой трактовке неевклидовых геометрий, 
сделаем лучше всего, если выберем путь, ведущий 
через проективную геометрию; это тот самый 
прием, какой я указал в 1871 г. в четвертом томе журнала 
„МаетаНзспе Аппа!еп“ 1). 

Представляем себе проективную геометрию, постро- 
енную независимо от всякой метрики, исходя из основных 
понятий „точка, прямая, плоскость“ и из относящихся к 
ним аксиом сочетания, расположения и непрерывности 
таким именно образом, кяк я вкратце наметил в начале 
этих рассуждений об основаниях геометрии (стр. 262 и сл.). 
В частности, пусть введены также точечные координаты 
х, у, = или, в однородном виде #:1:5:“ и таким же 


+) „Обег Фе зовепапле пеШецкИ@1зспе Сеоте{!е“ („О так назы- 
ваемой неовклидовой геометрии“) стр. 573; Е, КУе!п, Сезапипейе та- 
ПетайзсНе АБпап@ширеп, ВЧ. Т, стр. 254 и сл. 
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образом плоскостные координаты «:В:1:8, так что взаим- 
ная принадлежность (инцидентмость) точки и плоскости 
записывается билинейным уравнением 


о -- Ви + 15+ 8 =0. 


На этой основе мы получили раньше обычную ев- 
клидову геометрию при помощи теории инвариан- 
тов и принципа Кэли, присоединяя специальную квадра- 
тичную форму, записанную в плоскостных координатах 


так: 
Ф, = «В +73, 


которая, будучи приравнена нулю, изображает круг сфер. 
При этом угол между плоскостями: 


. Вы а ВаВа Е из ЕЕ 


пасов ущчичнуч+и+и 


и расстояние между двумя точками: 


= УЕ, — бы + аа — 1271) ЗН (5:8 — бт 
а 


являлись тогда, как мы показали (стр. 258 и сл.), про- 
стыми совокупными инвариантами данной фигуры (двух 
плоскостей или двух точек) и формы Фо. 

Совершенно таким же образом мы хотим теперь` 
притти к неевклидовой геометрии; но только 
вместо мнимого круга о? -| 82 -- 1°=0, мы возьмем дру- 
гую квадратичную форму, „соседнюю“ с первой, 
именно: : 

Ф=а- В -{12—е. 07, 


Здесь ве есть параметр, который можно выбрать сколь 
угодно малым, и при ==0 получается Ф = Ф,. Наш вы- 
бор формы Ф сделан таким образом, что при поло- 
жительном е получае; ся Н. Г. 1, при отрицатель- 
ном = — Н. Г. П, а при е= 0— вышенаписанные формулы 
обычной евклидовой геометрии. 
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Существенным при установлении этой формы Ф является 
то, что ее ‘определитель: 


оо о : 
| 0 оо 

и о 

|0 0 0О—=: 


вообще говоря, отличен от нуля и исчезает только в спе- 
циальном случае г ==0, т. е. тогда, когда уравнение Ф =0 
изображает круг сфер. Таким образом наш прием сво- 
дится к тому, что мы заменяем квадратичную форму с 
равным нулю определителем такою же формою с И 
щающимся в нуль положительным либо отрицательным (но 
по абсолютной величине как угодно малым) определителем. 

Метрические величины наших’ неевклидовых геомётрий 
мы получим путем образования из общей формы Фи из 
фигуры, состоящей из двух плоскостей либо из двух 
точек, инвариантов совершенно подобных тем, какими 
являются вышеуказанные евклидовы величины для спе- 
циальной формы Ф, = а? - В? + 12. Это есть не что иное, 
как принадлежащая в 1859 г. Кэли *) мысль о том, что 
по отношению к любой поверхности П порядка (напри- 
мер, поверхности Ф =0) можно установить мероопреде- 
ление с таким же успехом, как и по отношению к кругу 
сфер. При том скромном размере, каким естественно 
должен быть ограничен здесь этот экскурс, представ- 
ляется наиболее целесообразным предпослать в виде 
определений аналитические формулы. Это даст возмож- 
ность быстрее всего точно сформулировать положение 
вещей, и при этом будет избегнута всякая тень чего-то 
таинственного. Конечно, такой способ ‘изложения только 
в том случае может привести к полному пониманию 
предмета, если вслед за этим проработать его еще точ- 
ным образом с геометрической стороны, что вы как раз 
найдете в моей уже упомянутой работе в 1\ томе 
„Математических анналов“. : . 

Начиная с рассмотрения двух плоскостей, нетрудно 
сообразить, как следует обобщить предыдущее выраже- 
ние для угла между этими двумя плоскостями, изме- 


1) В цитированном уже раньше „Шестом мемуаре“. 
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ренного по отношению к поверхности Ф = 0; 
составляем точно таким же образом, как и раньше, из 
значений формы Ф и ее полярной формы выражение: 


Е за -- ВВ + ть — 68.6 = 
Учи - Узун 


это, очевидно, инвариантное выражение действительно 
переходит при = ==0 в выражение для угла евклидовой 
геометрии. 

Представляется не столь непосредственно ясным, ка- 
кой именно вид должно иметь выражение для рас- 
стояния двух точек в нашем мероопределении; труд- 
ность этого перенесения заключается в том, что теперь 
мы применяем форму с ненсчезающим определителем 
вместо лежащей в основе евклидова мероопределения 
формы Фь с исчезающим определителем. Но мы можем 
найти путь к установлению выражения для расстояний, 
если будем поступать в точности взаимным образом по 
сравнению с только что данным опрэделением угла; 
тогда мы наверное снова получим некоторый инвариант. 
Итак, запишем сперва уравнение поверхности Ф=0 
в точечных координатах, как известно, левая часть 
Х(&, п, 5, ®) этого уравнения получается путем окаймления 
определителя А формы Ф точечными координатами: 


@& == аГСС0$ 


| д @ - 
О.Е о. 
=|0 0 № Е = (2-5) —<; 
00 0-— т 
| Ве. 


чтобы перенести теперь в точности выражения для ®, 
составим частное из полярной формы по отношению к } 
и из произведения квадратных корней из значений / для 
точек / и2и возьмем арккосинус этого выражения; 


х = К.агссо$ 


Присоединенный здесь множитель К позволяет нам 
принять за единицу любой отрезок, что соответствует на- 


= 
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шему обыкновению, и, кроме того, окажется необходи- 
мым при предстоящем нам переходе к евклидовой гео- 
метрии. При этом следует давать К при отрицатель- 
ном = вещественные, а при положительном е 
чисто мнимые значения для того, чтобы г ока- 
зывалось вещественным для всей или же (при => 0) по 
крайней мере для известной части всей области веще- 
ственных точек, которая в таком случае образует веще- 
ственный субстрат неевклидовой геометрии. 

Это дало бы нам общее определение расстояния. 
Оставалось бы только показать, что при е =0 оно 
приводило бы обратно квышеуказанному 
выражению евклидовой геометрии. Здесь это 
обстоит не так просто, как выше для угла ®. Действи- 
тельно, если положить без дальнейшего в >= 0, то полу- 


Г 
чается для частного единица, так что к оказывается рав- 


ным нулю, с точностью до остающегося по необходимости 
неопределенным аддитивного (слагаемого) кратного 2м. 

И все же, несмотря на этот, на первый взгляд не- 
сколько парадоксальный результат, можно с помощью 
некоторого искусственного приема притти в конце кон- 
цов к евклидову выражению. Для. этого будет удобным 
сперва несколько преобразовать уравнение, определяю- 
щее х, при помощи известного тождества: 


агссоз & Рагсш И 1-— а, 


Приводя сразу же к общему знаменателю, находим: 


ры Как и (Чена) -ч(енычна)-9 елеоне) ый 
г - авна-я) (ан) 


Числитель в этом выражении легко можно преобра- 
зовать. А именно согласно известному соотношению из 
теории определителей значение определителя рае 
однажды окаймленного определителя А формы Ф) для 
точки 7, умноженное на его же значение для точки 2 
минус квадрат его полярной формы, составленной для 
точек 7 и 2, равно произведению самого определителя А 
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на этот же определитель А, но дважды окаймленный 
координатами точек 7 и 2, т. е. равно 


; ое 6 
тооо отообочтм 
сир бы ГО вы 
сот оО 0-Е + т 
070 0— | о о © 

Бо о 


‚ Вычислив это, находим: . 
—е, [(, — не -+ (и — та} + (1 — 5 — 
— (1168 — 11) — (1 — Е) —е (1— т}. 


Тот, кого стесняют вычисления такого рода с опреде- 
лителями, может убедиться путем прямого преобразова- 
ния в тождественности этого выражения с вышенапи- 
санной формой числителя. 

Если это выражение ввести в формулу для Г и поло- 
жить г =0, то получится, конечно, так же, как и из пер- 
вой формы, т == агсзшт 0 =0, ` по причине множителя 
У- е. Но если, прежде чем давать е обратиться в нуль, 
сообщить ему лишь очень малое значение, то аркси- 
нус будет в первом приближении равен синусу; при 
этом в числителе можно пренебречь тремя квадратами, 
умноженными на в, и точно так же в знаменателе отпа- 
дает в каждом сомножителе член, умноженный на в, так 
что в первом приближении остается: 


У = - Вит) Е (ив — \% 


а кт с, Е (бл — ый 
а у Ея 7158 


А теперь применим упомянутый кунштюк. Вместо 
того чтобы приписывать коэфициенту К во 
время предельного перехода Ише = 0 по- 
стоянное значение, заставим К одновре- 
менно бесконечно возрастать, притом таким 
образом, чтобы было 


Иа (КУ — =) = 1. 


Для этого придется, конечно, заставить К пробегать 
по чисто мнимым либо по вещественным значениям, 


7. 
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смотря по тому, будет ли = приближаться к нулю с по- 
ложительной или отрицательной стороны. Но вместе с 
этим становится вполне очевидным, что путем такого 
предельного перехода действительно получается выражение 
для расстояния из обыкновенной евклидовой геометрии. 

Если же вдуматься в геометрическое значение р 
мы /, атакже тех выражений, которые установлены здесь 
только аналитическим путем, то действительно окажется, 
что в случае => 0 имеем дело как раз с неев- 
клидовой геометрией первого рода, при 
=г<0—неевклидовой геометрией второго вида 
и при ==0, конечно, с евклидовой геометрией. Разу- 
меется, я не могу дать здесь точного обоснования всего 
этого; интересующихся отсылаю хотя бы к несколько раз 
уже упомянутой моей работе в 4-м томе „Математических 
Анналов“ 1), Я тогда предложил для этих трех геометрий 
названия: гиперболическа я, эллиптическая и пара- 
болическая геометрия, так как существова- 
ние двух действительных, двух мнимых либо одной двой- 
ной параллели в точности соответствует числу и природе 
асимптот трех родов конических сечений. Эти названия 
вы можете часто встретить в литературе. 

Но я хотел бы на одном примере показать несколько 
подробнее, какой именно вид принимает теория парал- 
лелей на основании нашего выражения для расстояния; 
я выбираю для этой цели гиперболическую гео- 
метрию на плоскости. Тогда третью координату 
следует все время считать равною нулю, н наша квадра- 
тичная форма принимает вид: Ф =? -- В? — =ё*; будучи 
приравнена нулю, она изображает в силу того, что = > 0, 
некоторое действительное коническое сечение, ко- 
торое мы можем представить. себе и начертить в виде 
эллипса. Формула расстояния обращается в 


ны ОСА = А В — 
Уча -зИ@+я-з 
с чисто мнимым А. Она дает, как нетрудно убедиться, 


1) Следует указать еще раз на выходящее вскоре в свет „Введенне 
в неевклидову геометрию“ Ф. Клейна (в обработке В. Роземана); эта 
кнйга является переработкой ранее изданных в литографированном виде 
лекций Клейна по несвклидовой геометрии, 
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вещественные значения для таких точек, которые лежат 
внухри действительного конического сечения; при этом 
под внутреннею областью понимаем совокупность 
всех тех точек плоскости, через какие не проходит ни 
одна действительная касательная к коническому сечению. 
Поэтому вся область операций вещественной 
гиперболической геометрии состоит исклю- 
чительно из точек этой внутренней области 
и из прямых, поскольку они проходят по ней, 
А сами точки конического се- 
чения (рис. 124) изображают 
бесконечно удаленные 
элементы. Действительно, 

‚ вышеуказанная формула дает 
для расстояния любой точки 7 
от какой-либо точки кониче- 
ского сечения 2 (для которой 
= (8 + 12) —*=0) значение со. 
„Таким. образом на всякой пря- 
мой вещественной гиперболи- 
ческой геометрии имеется в этом смысле две бесконечно 
удаленные точки — обе ее точки пересечения с кониче- 
ским сечением Ф =0, а на каждой полупрямой О только 
одна. Если имеем прямую & и не лежащую на ней точку 
О, то параллелями через О в смысле нашего прежнего 
определения (стр. 290), т. е. предельными положениями 
прямой, соединяющей О с точкой Р, уходящей по & в 
бесконечность, являются прямые, соединяющие О с точ- 
ками пересечения & с коническим сечением. Имеется, 
следовательно, действительно две существенно 
между собой различных параллели, каж- 
дая из которых принадлежит одному из двух напра- 
влений на 5. 

Разрешите сделать еще одно небольшое замечание, 
относящееся к сравнению с нашим первым построением 
евклидовой геометрии. Там исходным пунктом служила 
группа движений; это была совокупность всех кол- 
линеаций, оставляющих неизменными метрические соот- 
ношения. Но и в случае (любой) неевклидовой геометрии 
тоже имеются подобные коллинеации. Общее однород- 
ное уравнение второго порядка имеет 10 членов, следо- 


ее 


Рис. 124. 
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вательно, 9 существенных констант; в случае самой общей 
пространственной коллинеации имеется 15 произвольных 
параметров, так что существуют еще шестик ратно- 
бесконечные [>] коллинеации, переводящие 
(преобразующие) заданную квадратичную форму, напри- 
мер, наше.Ф, в саму се 
того, что введенные нами метрические соотношения не 
испытывают изменений. Поэтому в каждой неевклидовой 
геометрии тоже имеется шестикратно-бесконечная група 
„движений“, оставляющих без изменений величины © И ; 
в случае геометрии на плоскости число параметров, 


как и раньше, свелось бы к трем. 
Поэтому мы можем построить также любую неевклидову 


геометрию, исходя из существования некоторой. 


группы движений; остается еще только уточнить, 
чем именно объясняется то, что при’ нашем прежнем 
построении мы приходили исключительно и именно к 
евклидовой геометрии. Причина этого, конечно, лежа- 
ла в том, что мы из всех движений выхватывали специ- 
ально некоторую двухпараметровую (в пространстве это 
была бы трехпараметровая) подгруппу так н дзывае- 
мых параллельных смещений и сдвигов, для 
которых траекториями являются исключительно прямые 
линии. 

Между тем, ни в одной неевклидовой геометрии 
не существует подобных подгрупп: поэтому постулируя 
их существование с самого начала, мы тем самым заранее 
исключили все неевклидовы геометрии и удержали одну 
только евклидову геометрию. 

А теперь разрешите мне закончить эти специальные 
разъяснения о неевклидовой геометрии несколькими, я 
бы сказал, руководящими положениями общего 
характера: 

1. Если я выше сообщил о том, что со стороны фило- 
софов неевклидова геометрия все еще часто не встречает 
полного понимания, то теперь я должен подчеркнуть, 
что в математической науке она в настоящее время 
пользуется всеобщим и полным признанием. Мало того, 
ею даже пользуются для многих целей, как, например, 
в современной теории функций и теории групп как 
чрезвычайно удобным вспомогательным средством для 


4 


бя, а это ведь и является условием‘ - 


‘ялярное школьное препо 


‚ принять исследование 
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того, чтобы предста 
вить в наглядно 
ее соотношения. нае 
- ана преподаватель обязательно дол- 
я и знаком с неевклидо- 
ие р и. ‚› ведь она принадлежит в настоящее 
ее ногим частям математики, которые стали 
ов роких кругах, по крайней мере, в форме 
я р я. словечек; поэтому каждого учи- 
и га любую минуту спросить о ней. В а 
НЫ больше подобных вещей, к ним 
почти каждое нов : 
и ое крупное от 
орых всюду говорят и с которыми ну Е 


не Произв т лучах или о радии; 
математик, который не ее Е тот 
не геометрии. нее ре к: 
И му би астойчию от 
5 Уу- 
иных намеков, взываеных интересующимся учени 
т вы только ве де: ен и 
ствительно Вучатсв Пома оп к у ее р | 
ню. 


`В конце кони учит т чуточку Ч 
Ц. ОНЦОВ, если учи ель знает ч очк больше ем 
ы ’ 


сре 
р ЧА о это ведь вполне в порядке вещей 
ея ое т вкратце о дал ьнейшем 
повой Е. ой науки, вызванном неевкли- 
схо 
В - о служил здесь преимущественно 
параллелей логинеекы У а: 
ара исима от предше 
сиом геометрия (стр. 294); это Е 
также и других гео- 
смысле их взаимной 


Так во ) 
зникла современная гео метрическая 


еее в своих изысканиях 

е были намечены 

Ф. Клейн. Элементарная математика ты 
20 
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исследованиями: стараются установить, какие части гео- 
метрии можно построить без применения 
аксиом, а также можно ли, заменяя одну какую-нибудь 
определенную аксиому ей противоположною, притти к 
логически непротиворечивой системе —к одной из так 
называемых „псевдогеометрий“. 

В качестве самого важного из относящихся сюда иссле- 
дований я должен назвать вам книгу „Основы гео- 
метрии“ Гильберта (НИЪен) 1), главная иель которой 
в отличие от прежних исследований заключается в том, 
чтобы установить указанным только что образом значе- 
ние для геометрии аксиом непрерывности. Чтобы достиг- 
нуть этой цели, необходимо, конечно, прежде всего так 
упорядочить систему аксиом геометрии, чтобы тео- 
ремы о непрерывности приходились на самый конец, 
тогдя как до сих пор мы всегда помещали их вначале. 
Подобно этому при выводе неевклидовой геометрии 
мы не могли воспользоваться, например, первым по- 
строением аксиом, выдвигающим понятие о параллелях 
на первое место, но должны были прежде всего создать 


такую систему аксиом, в большей части которой ни-‘ 


чего не говорится о параллельных прямых и в которой 
аксиома параллелей появляется лишь после этого. Если 
не считать указанного этим существенного отклонения, 
то система аксиом Гильберта примыкает по существу 
к тому же ходу построения элементарной геометрии, 


какому мы тоже следовали при нашем втором построе- ` 


ний геометрии. 

На этой основе Гильберт исследует, как далеко может 
быть продвинуто построение геометрии, если не пользо- 
ваться аксиомами непрерывности; этим самым он охва- 
тывает одновременно те „псевдогеометрии“, в которых 
имеют силу все прочие геометрические аксиомы, кроме 
аксиом непрерывности; последние по существу соответ- 
ствуют тем фактам, которые относятся ко взаимно одно- 
значному сопряжению точек прямой с обыкновенными 


1) „Ога ареп Чег Сеотее“ знаменитого гезтингенского профес- 
сора Давида Гильберта впервые напечатано в 1899 г. и с тех пор много 
раз переиздавалось все с новыми ин новыми допоанениямм [имеется 
лакже и русский перевод этой книги. В настояшее время ГТТИ готовит 
издание нового п›ревода]. 


известных \, 
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вещественными числами (их абсциссами). Я не могу, 


1 
конечно, входить здесь в рассмотрение ни хода мыслей 


в исследованиях Гильберта ни полученных им при этом 
интересных результатов относительно логической связи 
определенных геометрических теорем и аксиом. Жела- 
тельно, чтобы вы сами прочитали обо всем этом у 
Гильберта, руководясь этими немногими ориентирую- 
щими замечаниями. Напомню еще только, что упомя- 
нутая уже при случае в | томе этих лекций 1) гиль- 
бертова неархимедова геометрия принадлежит 
сюда же; это как раз такая псевдогеометрия, в которой 
не выполняется именно аксиома непрерывности 
носившая раньше имя Архимеда, а теперь чаще имя 
Евдокса, т. е. геометрия, в которой абсциссы двух различ- 
ных точек могут в известных случаях различаться толь- 
ко на ›актуально бесконечно малую величину“, никакое 
конечное кратное которой не равно обыкновенному конеч- 
ному вещественному числу. 

Мне не хотелось бы обрывать этих кратких замечаний 
о современной аксиоматике, не сказав еще несколько 
слов 0б истинной природе геометрических 
аксиом и принципов (5&42е), переходя, конечно 
при этом от строго математической постановки вопроса 
к философско-теоретико-познавательной. 

Одно я уже подчеркивал, и относительно этого теперь 
все софласны; а именно то, что здесь речь идет`о главен- 
ствующих понятиях и предложениях, которые должно 
непременно предпослать геометрии, чтобы вообще иметь 
возможность проводить на их основе чисто логическим 
путем математические доказательс ва. Но такая установка 
не дает еще ответа на вопрос о том, откуда же соб- 
ственно происходят эти главнейшие понятия и предло- 
жения. (Старая точка зрения заключалась в том, что 
они непосредственно даны в интуиции (Апзсвапипе) 
каждого человека, что они обладают столь очевид- 
ною простотою, что никто не можег в них сомневаться 
Однако такой взгляд был в сильной степени поколеблен 
открытием неевклидовой геометрии; ибо этим было как 
раз показано, что пространственная интуиция и догика 


1) См. т. 1, стр. 327 [3586]. 


20* 


сис с ; ГЕ 
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никоим образом не приводят,‘ как к чему-то обязатель- (названиями). Наприме ; 
ному, к евклидовой аксиоме параллельных, но что, при- ' нь тре, Е В а называем 
нимая противоречащее ей допущение, приходим тоже к представляя“, и условливаемся про о 
геометрической системе логически замкнутой в себе и тельно известных предложений т О ОО 
достаточно точно изображающей действительные (факти- ‚силу по отношению к этим точкам; торые должны иметь 
ческие) отношения. Но, несомненно, все же остается совершенно неограниченно аа к, ин 
возможность рассматривать эту аксиому параллельных если только удовлетворяем законам р ые аксиомы, 
как такое допущение, которое позволяет самым про- всего если следим за тем, чтобы в авы ры 
из теорем не оказывалось никаких противоречий, Я 


стым способом изображать пространственные отно- 
шения. Это приводит к такому общему ‚положению: лично никоим образом не 
з раздел Ы 
основные понятия и аксиомы являются не и считаю ее смертью для всей вуки; и зрения, 
: . ы геоме- 


просто фактами интуиции, но целесообразно трии представля 
подобранными идеализациями этих фактов. аа д моему мнению не- 
Уже резко очерченное понятие точки не существует в званные в общем рос ен ое вы - 
непосредственном чувственном созерцании (интуиции), но ниеми регулируемые в детал ным созерца- 
к которому мы ниями целесообразности. ях соображе- 


является лишь воображаемым пределом, Е 

можем приближаться с нашими представлениями о ма- тим философским экскурса 
р м, пов 

ленькой части пространства, никогда, однако, его не ко раз представлялся о последнем о а. 

достигая. бы противопоставить теперь разъяснения е, я хотел 

В противоположность этому среди людей, интересую- | Щиеся к исторни геометрии, в У тнося- 

1 , р ь 

тию взглядов на основания. В этом отношении в. 


щихся только логической стороной вопроса, а не интун- 
й, в последнее время часто начала приходится отметить большое различие по сра 
в- 


тивной или общегносеологическо 
встречается го мнение, что аксиомы являются лишь | нению с подобными соображениями котор 

изла › ые мы част 

тали в последнюю зиму для областей алгебры, > 


произвольными предложениями, которые мы устанавли- 
ваем, руковолясь исключительно своими желаниями, а |] метики и анализа. История 
за. этих 
основные понятия тоже в конечном счете являются’ лишь { менном виде ры о аннО Ня 
- воря, лишь 


произвольными знаками (символами) для обозначения й несколько столетий; о 
вещей, с какими мы желаем оперировать. В таком взгляде } ми над десятичными ООН ре с действия- 
заключается, конечно, та доля истины, что в пределах нием, т. е. в круглых числах около НЫ - 
чистой логики не находится никакого основания для этих В противоположность этому ис и 
предложений и понятий и что поэтому они должны быть } как самостоятельной аа тория геометрии 
доставлены либо получить побуждение к созланию со } далеко в глубь етой реле восходит 
стороны, как раз именно благодаря воздействию инту- геометрия уже в то время р ыы 
иции. Но авторы часто выражаются гораздо более одно- | Развития, что долгое время ЛОТ высокого уровняя 
сторонне, и, таким образом, в последние годы в связи с |] в греческой геометрии видели об до наших дней, 
современной аксиоматикой мы не раз снова наталкива- в разец совершенной 
лись как раз на то направление в философии, которое с ри этом в каче 
давних пор получило название ном инализма. Здесь | геометрии всегда Е ый о треЧеНкОЕ 
интерес к самим вешам ик их свойствам совершенно | дошедший до нас систематический и значительный 
„Начала“, или „Элементы“ (отоХата), а А в 
’ 


утрачивается; говорят только о том, как их называют и 
по каким логическим схемам оперируют с этими именами существует другая книга, которая так долг 
о удержи- 


; 
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вала бы подобное положение в своей науке. И теперь 


еще всякий математик должен считаться с Евклидом, и’, 


мы посвятим поэтому ему последний раздел этой главы. 


3. Начала Евклида 


Разрешите мне прежде всего предложить вашему 
вниманию лучшее в филологическом отношении издание 
этого творения, обработанное Гейбергом (1. 1. Нешегв) 
в Копенгагене !). В этом издании наряду с греческим ори- 
гиналом помещен его латинский перевод, что весьма по- 
лезно также и для тех, кто изучал греческий язык в школе. 
Дело в том, что греческий язык Евклида существенно 
отличается, особенно своими техническими оборотами, от 
того греческого языка, какому учат в школе. В качестве 
литературы для введения в изучение Евклида я особенно 
рекомендую вам „Историю математики в древ- 
ности и в средние века" Цейтена {2еиеп)?) и „Ев- 
клиди 6 планиметрических книг“ Макса Си- 
мона 3). Вы легче всего овладеете предметом, если сперва 
прочтете Симона, затем общие комментарии Цейтена, ‘а 
после того непременно возьметесь за особенно точное 
изучение текста ло Гейбергу, относясь с критическим не- 
доверием ко всякому переводу. 

О самом Евклиде мы знаем очень мало, известно 
только, что он жил в Александрии около 300 г. 
до н. э. Но зато мы имеем достоверное представ- 
ление об общем характере процветавшей т®гда в 
Александрии научной деятельности. После осно- 
вания мировой империи Александра постепенно возникла 
потребность собрать и привести в цельную научную сис- 


1) ЕцсНа!$ орега отта, Ва. 1—У. Еетета (Герар 1883—1888). |На 
русский язык „Начала“ переводили несколь о раз. Наиболее ноздний 
(и чаше других встречаемый в библиотеках) перевод был издан проф. Ва- 
щенко-Захарченко (Киев 1880). ГТТИ предполагает издать новый еревод.] 

*) [Русский перевод этой книги, первоначально изданной по-д-теки 
(1893), и переведенной на немецкий и французский, издан ГТТИ 
в 1938 г. 

3) Герар 1901 „АБпап@итяепт гиг СезсШсШе 4ег таетазсНел 
У ззепснаНеп“, Х[. 

Укажем еще на комментарии Гиса (Т. 1.. Неа) в его английском 
переволе текста Гейберга „Тне 1 ееп Воок$ оЁ ВисНа'$ Еетел5“, 
3 тома, Сатпаре 19098. : . 
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тему все то, что было создано в предшествовавшие сто- 
летия. Так получило в Александрии свое развитие пре- 
подавание, которое вполне соответствовало извесгным 
сторонам нашего теперешего университетского препода- 
вания. Но только при этом на первый план выдви- 
галось собнрание и приведение в порядок 
наличного материала, оставляя позади сво- 
бодно развивающееся научное исследование, 
так что во всей работе оказывалась известная склонность 
к схоластическому педантизму. 

Прежде чем приступить к более детальному разбору 
„Начал“, позвольте сделать несколько замечаний общего 
характера об историческом положении и науч- 
ном значении Евклида или, вернее, евкли- 
довых „Начал“. Если для полной характеристики 
личности Евклида надо, несомненно, учесть также и его 
многочисленные более мелкие произведения, то не будет 
неправильным, если здесь я буду говорить лишь об од- 
ном этом великом творении; ибо только оно завоевало для 
себя то удивительное господствующее положение, кото- 
рое с нашей точки зрения настоятельно требует критики. 

Основанием для этой критики пусть послужит то за- 
мечание, что причина ложной оценки „Начал“ Евклида 
коренится в превратном представлении о ха- 
рактере греческого ума вообще, которое было 
распространено в течение долгого времени и, пожалуй, 
еще и теперь пользуется большой популярностью: ду- 
мали, что греческая культура ограничивалась сравнительно 
немногими областями, но зато уже эти области она пере- 
работала с таким совершенством в один цельный образ, 
что достигнутый ею уровень должен для всех времен 
служить высочайшим, недосягаемым идеалом. Но в дей- 
ствительности совремённая филологическая наука давно 
уже обнаружила ‘несостоятельность такой точки зрения. 
Она показала, что, наоборот, именно греки, как никакой 
другой народ, творчески проявили себя во всех обла- 
стях человеческой культуры с самой большой, какую 
только можно представить себе, разносторонностью. И. 
как верно то, что они всюду достигли. поразительных для 
того времени результатов, так “же верно и то, что во 
многих вещах с нашей теперешней точки зрения они 


311 


312 СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 


не пошли дальше первых начатков, и ни об одной об- 
ласти нельзя сказать, что они для всех времен добились 
вершины человеческих достижений. 

Что касается специально математики, то эта пере- 
оценка — или быть может следует сказать: недооценка? — 
греческой культуры нашла свое выражение в догме, 
согласно которой греки занимались почти исключительно 
геометрией и создали здесь непревзойденную систему; 
это мнение, в частности, сконцентрировалось прямо-таки 
в своего рода культ евклидовых „Начал“, в кото- 
рых усматривали совершеннейшее выражение этой си- 
стемы. Этому старому и устарелому взгляду я должен про- 
тивопоставить здесь такое утверждение: наряду с гео- 
метрией греки плодотворно разрабатывали 
также и различнейшие другие области мате- 


матики, но мы в настоящее время всюду, 
включая и геометрию, существенно пере- 
гнали их. 


Позвольте мне теперь подробнее изложить и обосно- 
вать это утверждение. Составляя свои „Начала“, Евклид 
отнюдь не имел в виду написать энциклопедию всех гео- 
метрических знаний своего времени, иначе он не оставил 
бы в них без всякого даже упоминания целые отделы 
геометрии, тогда уже, несомненно, известные; для приме- 
ра я назову только теорию конических сечений 
и высших кривых, которую греки уже в раннюю 
эпоху начали подробно разрабатывать!), хотя своего”пол- 
ного расцвета она достигла лишь у Аполлония (около 200 г. 
до нашей эры). Напротив, „Начала“ должны были дать 
лишь введениев изучение геометрии — и вместе с тем 
и математики вообще — и при этом они были, повидимому, 
приноровлены еще к одной совершенно особой цели: 
они должны были дать изложение математики в том виде, 
в каком она считалась необходимой с точки зрения пла- 
тоновой школы, как подготовка к общим заняти- 
ям философиею. Такое назначение „Начал“ делает 
понятным, почему главное значение придавалось выра- 
ботке логических связей и установлению замкнутой 


1) Между прочим сам Евклид написал неношедшее до нас сочине- 
ние о конических сечениях. 
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самой в себе системы геометрии, тогда как все практи- 
ческие применения целиком отодвигались в сторону. В 
угоду этой же системе Евклид, несомненно, оставил без 
внимания целую область теоретического знания своего 
времени, которая тогда еще не настолько развилась, чтобы 
могла уложиться в нее. 

Мы скорее всего получим правильное представление 
об ограниченности материала евклидовых 
„Начал“ по сравнению с объемом греческой математики 
вообще, если для сравнения дадим общую характеристику: 
личности и всех достижений величайшего гречес- 
кого математика Архимеда, который жил вскоре 
после Евклида, около 250 г. до нашей эры, в городе 
Сиракузах; я выделю только несколько особенно инте- 
ресных пунктов различия: 

1. В полную противоположность духу, господствую- 
щему в „Началах“ Евклида, Архимед обладает сильно 
развитою склонностью к числовым операциям. 
Ведь одним из его величайших достижений является, 
(чтобы привести определенный пример) вычисление. 
числа = посредством аппроксимирования окружности пра- 
вильными многоугольниками; между прочим, уже Архи- 


) 22 
мед находит известное приближенное значение 7 для г. 


У Евклида же нет и тени интереса к таким числовым 
значениям; вместо этого у него’мы встречаем лишь ука- 
зание на то, что площади двух кругов относятся как 
квадраты их радиусов или что длины двух окружностей: 
относятся, как сами радиусы, но не делается даже по- 
пытки вычисления множителя пропорциональности, т. е. 
исла х. 

2. Вообще для Архимеда является характерным боль- 
шой интерес ко всякого рода приложениям; он 
занимается самыми различными проблемами физики и тех- 
ники. Всем известно, как он нашел основной принцип 
гидростатики или как он принимал деятельное участие 
в защите Сиракуз конструированием весьма эффектив- 
ных вспомогательных машин. А до чего мало Евклид 
в своих „Началах“ принимает во внимание применения, 
видно особенно ясно из того небольшого факта, что он. 
не называет даже простейших чертежных инструментов — 
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линейки и циркуля; он просто постулирует 1 п абз+тасфо, 


что можно начертить прямую, проходящую через две точки, ‹ 


или описать круг около точки,’ не упоминая ни единым 
словом о том, как это делают. Здесь Евклид находится, 
несомненно; во власти того взгляда, господствовавшего 
вообще в известных античных философских школах, по 
которому практические пууменения науки являются чем-то 
низкопробным, ремесленническим. К сожалению, этот 
взгляд до сих пор сохранился во многих местах, и все 
еще встречаются университетские преподаватели, которые 
не находят достаточно презрительных слов по адресу 
всякого занятия приложениями. С высокомерием, кото- 
рое сказывается в таких взглядах, должно бороться самым 
решительным образом. Всякое дельное достижение, отно- 
сится ли оно к теоретической или к прикладной области, 
следовало бы ценить одинаково высоко, предоставляя 
каждому возможность заниматься теми вещами, к кото- 
рым он чувствует наибольшую склонность. Тогда каждый 
проявит себя тем более разносторонним образом, ‘чем 
большим числом талантов он обладает: величайшие ге- 
нии, каковы Архимед, Ньютон, Гаусс, всегда охватывали 
равномерно и теорию и практику. 

3. Наконец, еще одно отличие особенно бросается 
в глаза: Архимед был великим исследователем 
и пионером, в каждой своей работе он продвигал 
область нашего знания на шаг вперед, а в „Началах“ 
Евклида речь идет только о собирании и система- 
тизации уже имеющегося материала. С этим связана 


разная форма изложения, на что я при случае ука( 


зывал также и в прошлом семестре в ‘моих общих выв 
дах '). В этом отношении особенно характерна дл 


Архимеда уже упомянутая в томе | рукопись *), найден. 
ная в 1906 г., в которой он сообщает одному своему 


другу ученому свои новейшие исследования по куба- 
туре пространственных образов. 


т) См. т. 1, стр. 126. 


) Не!Бегя ила Дец{Неп, Еште пене Эс" 4ез АгсЬуте4е$ (Гер- 
28 1907), ВБШотеса таетаНКа (журнал), 3, Роше, Ва.7, стр. 821 и сл. 
Имеется в русском переводе: Гейберг, Новое сочинение Архимеда, 


с предисловием И. 0. Тимченко (Одесса, Матезис 1909)]. 


Здесь изложение в 
точности соответствует тому способу, какого мы придер- 
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живаемся в нашем теперешнем преподавании; материал 
дается в генетической форме, сперва намечается 
ход мыслей, и никоим образом не применяется то око- 
стенелое расчленение на предположения, утверждение, 
доказательство, ограничение, какое господствует в „Нача- 
лах“ Евклида. Впрочем еще до этого нового открытия 
было уже известно, что греки знали наряду с выкристал- 
лизированным „евклидовым“ изложением какой-нибудь 
систематизированной дисциплины также и более свобод- 
ную генетическую форму, которой пользовался как 
исследователь в своей работе, так и учитель в препода- 
вании, и которую, возможно, и сам Евклид применял в 
других сочинениях либо в своем собственном препода- 
вании. Действительно, тогда в Александрии существовало 
даже точное подобие наших литографированных лекцион- 
ных записок, их называли Вуротпета а, это было более 
или менее вольно составленное воспроизведение устного 
преподавания. 

Сказанного достаточно для сравнения „Начал“ со 
всей областью греческой математики. Теперь, чтобы закон- 
чить наш ход мыслей, я хочу еще показать на двух-трех 
примерах, как далеко шагнула современная математика 
по сравнению с древнегреческою. Одно из важнейших 
отличий заключается в том, что греки не имели еще 
самостоятельных арифметики и анализа, не. 
знали ни десятичных дробей, облегчающих сложные число- 
вые выкладки, ни общего буквенного исчисления; и то, и 
другое является, как я показал более подробно в минувшем 
зимнем семестре, изобретением наступающего нового вре- 
мени, эпохи Возрождения. Заменой (суррогатом) этого для 
греков могло служить только исчисление в геоме- 
трической форме, в котором вместо чисел оперируют 
построениями с отрезками или с другими геометрическими 
величинами, что оказывается, конечно, несравненно более 
громоздким, чем наши арифметические действия. В свя- 
зи с этим находится и то, что греки не владели также 
и тем, чем, собственно, впервые обусловливается практич- 
ность нашей арифметики и анализа — отр ицатель- 
ными и мнимыми числами. Вследствие этого грекам ' 
недоставало той общности метода, которая позволяет 


‚ охватить одной формулой все, какие только возможны, 
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случаи, и крайне длительные различения отдельных слу- 
чаев у них играли огромную роль. В геометрии этот 
недостаток часто дает себя сильно чувствовать именно 
там, гдемы в насгоящее время — в этих лекциях мы все- 
гда так и поступали — легко можем, применяя аналити- 
ческие средства, достичь полной общности, минуя всякие 
различения отдельных случаев. Ограничимся этими не- 
многими указаниями. Вы сами можете легко на основе 
ваших личных знаний дать себе дальнейший отчет в успе- 
хах современной математики по сравнению с античною. 
После этой общей критики евклидовых „Ничал“ мы 
можем перейти к их детальному рассмотрению. Позвольте 
начать с краткого обзора содержания тех 
„13 книг“, т. е. глав, из которых состоят „Начала“ 1): 
Вкнигах, с 1-й по 6-ю, излагается планиметрия. Пер- 
вые 4 книги содержат общие рассуждения об основ- 
ных геометрических образах (отрезках, углах, 
площадках и т. д.) и учение о простых геомет- 
рических фигурах (треугольниках, параллелограмах, 
окружностях, правильных многоугольниках и т. д.) в том 
виде, в каком их излагают и теперь еще по большей 
части. Здесь же (в книге 2-й) лается также элемен- 
тарная арифметика и алгебра геометричес- 
ких величин такого рода, что, — привожу только один 
пример, — произведение а.б двух отрезков а, Ь изобра- 
жается в форме прямоугольника; для сложения двух 
‘таких произведений а.5, с.4, что арифметически можно 
выполнить непосредственно, приходится, для того что- 


бы получить сумму снова в виде прямоугольника, пре- 
вратить оба прямоугольника а-6, с. в прямсугольники 


с одинаковым основанием. 

Содержание 5-й книги гораздо глубже; в ней вво- 
дится геометрический эквивалент всякого 
вообще положительного вещественного чис- 
ла. Им является отнотение $ любых двух отрезков а, 6, 


которые Евклид называет 1.0808 (Хэтоз). 

1) Говорят также о 14-й и 15-й книгах „Начал“ (У том в изданин 
Гейберга). Но эти две книги написаны не Евклидом. Первую из нн> 
написал, повидимому, Гинсикл, а 
Дамаскию. 


вторую приписывают некоему 
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Когда в прошлом семестре мы говорили вообще об. 


` иррациональных числах, то я уже указывал на это '). Су- 


щественным моментом в этой теории является опре- 
деление равенства двух отношений, 5; это 


определение должно иметь совершенно общий харак- 
тер, в частности, оно должно быть приложимо и в том 


5 а 
случае, когда 5 представляет в нашем понимании ирра- 


циональное число, т. е. когда, как говорит Евклид, 
отрезки а, 2 суть „азутштено!“, т. е. не имеют общей меры, 
или, как это перевели позже, суть „псоттепзигаб ез“ 
(несоизмеримы). Евклид поступает таким образом: он бе- 
рет любые два целые числа т, п и сравнивает, с одной 
стороны, отрезки т-@ и п-8, а с другой — отрезки т-с 
и п.4; во всяком случае, будет иметь ‘место одно 


> 
какое-нибудь из трех соотношений: ип соответ- 
> 
ственно т.с 1.4. 
< 


Если при всяком выборе чисел тип в обоих 
случаях (т. е. слева и справа) всегда получается 
> а с 

один и тот же знак =» То говорим, что ; = у. 


Это фактически вполне соответствует элементарному ме- 


тоду сечений, с помощью которого Дедекинд вводит 
яррациональные числа. 


Вслед за этим Евклид исследует, как надо производить 


! 
ен с такими равенствами отношений и развивает 


вое много раз уже упомянутое учение о пропор- 


циях, т. е. геометрическую теорию всевозможных алге- 


браических преобразований равенств типа = 1. Заметим, 


что у Евклида пропорция называется „Апа]о!а“; это 


слово должно означать: [0505 двух пар величин один 


и тот же. Вы видите, как поразительно сильно измени- 
тось с тех пор значение этого слова. Впрочем, в матема- 


тике имеются места, в которых оно сохранило до сегод- 


1) См. т. }, стр. 45 и ся. 
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няшнего дня свое первоначальное значение; так, в три- 
гонометрии говорят об аналогиях Непера именно 
потому, что они представляют собою известные пропор- 
ции. Но несомненно, что теперь лишь очень немногим 
известно собственное значение этого названия. . 

Учение о пропорциях представляет характер- 
ный пример того, с каким упорством держится в препо- 
давании геометрии евклидова традиция. Еще до сего 
времени во многих, да, пожалуй, даже в большинстве 
школ, это учение трактуется как особая глава гео- 
метрни, хотя по своему содержанию оно полностью со- 
держится в нашей современной арифметике и соответ- 
ственно этому уже до того прорабатывается в школьном 
курсе математики даже дважды: первый раз в курсе 
арифметики при решении задач посредством тройного 
правила, а во второй раз— в начальном курсе буквен- 
ного исчисления. Зачем в таком случае те же самые 
вещи должны появляться еще в третий раз и притом 
в форме особенно таннственного геометрического откро- 
вения, этого поистине невозможно понять, и оно долж- 
но, конечно, и для ученика оставаться совершенно 
непонятным. 

Единственное основание этого заключается в том, 
что все еще` придерживаются старого евклидова по- 
строения курса, хотя та разумная цель, которую Ев- 
клид преследовал своим учением о пропорциях — заме- 
нить им отсутствовавшую у него арифметику — для нас 
стала совершенно бессодержательной. 

Эта критика современной постановки учения о про- 
порциях не относится, конечно, к научному значе- 
нию 65-й книги Евклида, напротив того, послед- 
нее тем более велико, что здесь впервые, выражаяс 


в современных терминах, совершенно безупречно изло- 


жено оправдание производства действий 
с иррациональными числами на основании четких 
определений. Здесь особенно ясно видно, что „Начала“ 
ни в коем случае никогда не были и теперь не являются 
школьным учебником, как это по недоразумению часто 
принималось; напротив, они, несомненно, предполагают 
более зрелого читателя, могущего следить за чисто науч- 
ными рассуждениями, 
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Я должен упомянуть еще здесь о том традиционном 


‚мнении, что пятая книга написана не самим Евклидом, 


а принадлежит Евдоксу из Книды (около 350 г. до на- 
чала нашей эры). : 

Вообще „Начала“ не считают цельным, написанным 
зараз сочинением, а полагают, что они составились из 
различных, более ранних .составных частей. 

Как бы там ни было, но во всяком случае все опре- 
деленные указания относительно действительных авто-. 
ров и т. д. сопряжены с полной неуверенностью, так как 
не сохранилось никаких исторических заметок, которые 
принадлежали бы Евклиду или кому-либо из его совре- 
менников. В данном случае традиция восходит к коммен- 
татору Евклида Проклу Диадоху, который жил около 
450 г. после начала нашей эры, т. е. более чем через 
700 лет после Евклида. Хотя по некоторым причинам 
утверждение Прокла и обладает известной долей внут- 
ренней вероятности, но признать его за абсолютно верное 
свидетельство можно не в большей мере, чем теорию 
какого-нибудь нашего современника об авторстве сочи- 
нения, написанного около 1200 г. 

Продолжая обзор содержания „Начал“, отметим, что 
книга 6-я содержит учение о подобных фигурах, причем 
главным орудием в ней является как раз упомянутая 
теория пропорций. 

В книгах 7, 8, 9-й, заключается учение о целых 
числах частью в геометрической форме. При 
этом для пропорций с целыми числами, т. е. для вычис- 
пений с рациональными дробями, дана теория, 
совершенно независимая от построений 5-Й книги. Хотя 
рациональные дроби являются только частным случаем 
ны. чисел, однако более общая теория, раз- 
витая раньше, совершенно не принимается во внимание. 
Грудно себе представить, что оба изложения принадле- 
жат одному автору. 

Из содержания этих книг я хотел бы упомянуть 
здесь только о двух вещах, которые еще и теперь 
постоянно применяются в теории чисел. Это, во-первых, 
алгорифм Евклида для нахождения общего наиболь- 
щего делителя двух целых чисел а и 6, которые у 
Евклида изображаются в виде отрезков. В современных. 
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терминах этот алгорифм состоит в том, что а делят 
на 6, р на остаток от этого деления и так продолжают 
поступать по схеме: 
У а=т.в +”, 
= ит, + ть, 
71 = Та" "ь 


пока не получится деления без остатка, что он 
должно случиться после конечного числа шагов; ре 
остаток и будет искомым делителем. Во-вторых, ужеу Ев- 
клида имеется известное простое доказательство суще- 
ствования бесконечно многих простых чисел, 
которое я изложил уже в предыдущем курсе '). 

Далее, в книге 10-й, которая со своим геометриче- 
ским способом выражения особенно тяжеловесна и труд- 
на для понимания, изложена геометрическая клас- 
сификация иррациональностей, представи- 
мых в квадратных радикалах в той форме, 
в какой она позже применяется для их геометрического 
п юения. 

в теперь, в 11-й книге, встречаем начала сте- 
реометрии. Как видите, Евклид отнюдь не „фузионист“. 
Напротив, он отодвигает стереометрию от планиметрии 
на сколько возможно дальше, тогда как мы теперь в со- 
гласии с часто упоминавшимися „фузионистскими стре- 
млениями“ считаем правильным развивать возможно рань- 
ше пространственное представление в целом и для этого 
с самого начала приучать ученика к трехмерным фигу- 
рам вместо того, чтобы сперва искусственно прививать, 
‚ему ограничение плоскостью. ) 

В 12-й книге снова встречаемся собщими иссле- | 
дованиями иррациональных величин, которые 
становятся необходимыми для определения объема 
пирамиды и других тел. Речь идет здесь о завуалнро- 
ванном применении понятия предела в так называемом 
‚доказательстве по методу исчерпания (или 
истощения), с помощью которого строго устанавли- 
ваются пропорции между иррациональными величинами. 
Впрочем, сперва этот метод применяется для доказатель- 
<тва того планиметрического предложения, что два круга 


1) См. т. Г, стр. 61. 


ному взгляду 
„Истории матеФатики" 
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относятся, как квадраты их радиусов. На этом примере 
я хочу также в двух словах уложить основную мысль упо- 
мянутого метода. К каждому кругу можно все лучше 
и лучше приближаться с помощью ‘вписанных и описан. 
ных И-угольников с бесконечно растущим числом сто- 
рон, так сказать, „исчерпывая“ его, в том смысле, что 
площадь многоугольника будет отличаться сколь угодно 
мало от площади круга. Если бы вышеупомянутая про- 
порция не имела места, то легко можно было бы притти 
к противоречию с тем фактом, что 
каждый вписанный многоугольник 
меньше круга, а каждый описанный — 
больше него *) (рис. 195). 

Наконец, в 13-й книге излагается 
теория правильных тел; эта 
теория увеличивается  доказатель- 
ством, основанным на материале, нако- 
пленном в 10-Й книге, того, что все 
эти тела, т. е. длины их ребер, могут 
быть построены с помощью циркуля 
и линейки. Такое завершение „Начал“ 
соответствует тому особенному интересу, который пра- 
зильные тела с древних времен представляли для гре- 
ческих философов. 

После приведенного общего обзора содержания „На- 
чал“ займемся согласно нашему первоначальному наме- 
рению более близким рассмотрением тех глав Евклида, 
‹оторые трактуют об основах геометрии. Совершен- 
10 очевидно, что идеальной целью, манившей Евклида, 
зыл свободный от пробелов чисто логический 
‚ывод всех геометрических теорем из пол- 
гостью наперед устанавливаем ых посылок. 
В создании (либо в передаче) этого идеала заключается, 
без сомнения, ядро исторического значения „Начал“. 
Но в действительности Евклиду никоим образом не уда- 
‘ось достигнуть этой высокой цели, и как раз в исследо- 
‘аниях, относящихся к основам геометрии, современная 


паука достигла существенно более глубокого понимания 


НЕЕ ВЫ ЕЕ 

1).0б отношении доказательства по методу исчерпания к современ- 
на предея ср. т. 1, стр. 842. [См. также в упомянутой 
Цейтена, стр. 112 и сл.)]. 


Ф. Клейн. ЭлементАрная математика 21 
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и вскрыла неясности у Евклида. Однако — такова сила тра- 
диций! — еще и теперь изложение Евклида многие считают, 
в особенности в Англии, непревзойденным образцом 
обоснования геометрии. Смешивают историческое значе- 
чение творения с его абсолютным, всегда сохраняющим- 
ся значением, поэтому будет только естественным, если, 
в противовес подобной переоценке „Начал“ Евклида, 
я в последующей критике особенно подчеркну отрица- 
тельные стороны, те места, где изложение Евклида более 
не в состоянии удовлетворить нашим требованиям. 
Конечно, всякая подобная критика Евклида сопряжена 
с особенной трудностью, происходящей от неуверенности 
в достоверности текста. Многое основано на свидетель- 
ствах уже упоминавшегося Прокла, и это еще самый 
древний источник; а самые старые списки, которыми мы 
обладаем, написаны в [Х в. н. э., т.е. они на 1200 лет 
моложе Евклида! К тому же они чрезвычайно отли- 
чаются друг от друга и притом часто как раз в тех ме- 
стах принципиального значения, которые для нас здесь 
особенно важны. К этому присоединяется еще традиция 
латинских и арабских переводчиков и комментаторов, 
у которых всегда имеются значительные отклонения, 
вызванные желанием разъяснить текст. Таким образом 
установление как можно более надежного текста „Начал“ 
является крайне сложной филологической проблемой, на 
которую, действительно, затрачено невероятно много 
проницательности. Необходимо только отдавать себе яс: 
ный отчет в том, что в результате подобной филологи- 
ческой работы может получиться в лучшем случае ве- 
роятнейший текст, который, разумеется, может и не 
быть действительным оригинальны м текстом: 
ибо нет никакой необходимости в том, чтобы то, что мы 
получаем на основе многих показаний, как нечто наибо 
лее вероятное, совпадало бы во всех пунктах с действи- 
тельностыо. По общему мпению на высоте современной 
филологической науки стоит текст Гейберга, и лучшее, 
что мы, не филологи, можем сделать, это положить его 
в основу нашего изложения, хотя мы согласно с выше: 
сказанным никогда не должны забывать, что этот текст 
отнюдь не должен быть тождественным с первоначаль- 
ным. Поэтому, если в названном тексте окажутся недо’ 


статки и противоречия, то всякий раз будет оставаться 
под сомнением, виноват ли в них сам Евклид или же они 
и только благодаря позднейшей передаче. 
па ая к намеченному исследованию, рассмотрим 
м о форму ры обоснование 
-н книге „Начал“. Евкли : 
г : д начинает 
И т Е: которые он назы- 
2 пез) хита (розайа), Ноу = 
типез апип! сопсерНопе$), ч ое 
‚ что может быть пе 
Е | едано 
оно, Ре определения (ЕИМагипвен тре- 
а о } и принципы (Отипаза{ее) 1). Од- 
С группы обыкновенно упо 
требляют 
ть ны термин ‚аксиомы“, который, п ВОНЕЫ 
ь известно, получил более ш ‚. 
ирокое 
мере в себя также и постулаты. й он 
Торы прежде всего понять содержание опреде- 
ты ине мы поступали раньше при обосно- 
и. Мы говорили тогда, что 
-мы не в состоя- 
чии дать определение неко щей 
торых вещей, каковы, 
прямые, плоскости, а должн — коНыЕ 
ы допустить их как зн 
зсякому человеку основные оО 
понятия и должны т 
четко высказать те их свойс ее 
тва, которые мы жел 
пользовать; после этого мы з ен. 
могли приступить к 
ению геометрии вплоть до Е 
координатной систем 
пналитической геометрии. Т рев 
. Голько после этого 
новили общее понятие криво! и 
вой, положив х 2 
: . 2 равными 
и функциям параметра & При Е я т. 
зывал, что это понятие охватывает - 
я т также и такие удиви- 
м „выродки“, как, например, кривые, торые 
та ь покрывают некоторую площадь и т. п 
а О Пар и или самоограничи- 
еи. Он начинает с „о Е 
ь пределени 
и ее Е ги) всевозможных ой 
и, каковы точка, лин 
С . ия, прямая, по- 
и плоскость, угол, круг не д.  ераое 
ие гласит: „точка естьто, что не имеет 
у й" (буквально: „то, чего часть есть ничто“). Но 
'ы едва ли можем признать это за определение в соб- 
а ь 


т * 
) Точнее: „общие понятия“ (няи сведения) (у Цейтена 


соштитез“). „поНоп$ 


о * 
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ственном смысле слова, так как точка ни в коем . случае 
не может быть определена только этим свойством. Далее, 
читаем: ‚линия есть длина без ширины“. Здесь 
представляется сомнительною даже самая правильность 
утверждения, если мы признаем только что указанное 
общее понятие кривой, о котором Евклид, конечно, еще 
ничего не знал. В третьих, дается определение прямой, 
как такой линии, которая одинаково (равно- 
мерно) расположена относительно своих то- 
чек. Смысл этого предложения совершенно темен, и под 
ним можно разуметь все, что угодно. Оно могло бы озна- 
чать, что прямая всюду имеет одинаковое направле- 
ние, и тогда нужно было бы признать направление 
за основное понятие, привычное для каждого человека. 
Но мы можем его понимать также и в том смысле, что 
прямая, если представить ее себе реализованной в виде 
твердого стержня, при определенных движениях про- 
странства всёгда совпадает сама с собой, а именно при 
вращениях около нее же самой, как около оси, и при 
таком понимании евклидова определения пришлось бы, 
конечно, снова предполагать известным понятие движе- 
ния. Делает ли это Евклид, является очень спорным во- 
просом, на котором мы еще остановимся подробнее. Во вся- 
ком случае, не удалось найти однозначной интерпрета- 
ции для данного Евклидом определения прямой, как и для 
многих из дальнейших его определений, на отдельном 
рассмотрении которых я не буду здесь больше остана- 
вливаться. 

Мы переходим теперь к постулатам, которых 
в издании Гейберга имеется пять. Они требуют, чтобы 
было возможно: 

а) провести прямую от любой точки до любой другой 
точки; 

Ь) неограниченно продолжить ограниченную прямую; 

с) описать из данного центра окружность, которая 
прошла бы через данную точку). 


1) [Хотя в греческом тексте этот постулат формулирован несколько 
иначе, а именно: „описать из любого центра окружность любым р1- 
диусом", олнако из дальнейшего евклидова текста (см. 329) видно, 


что этот постулат нало понимать именяо в том более узком смысле, 


какой содержится в формулировке Клейна.] 


| 
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Четвертый постулат я оставляю пока в стороне, а 
приведу сразу же пятый, так называемый постулат 
о параллельных линиях: 4) если две прямые образуют 
с третьей по одну ее сторону внутренние углы, сумма 
которых меньше развернутого угла, то такие прямые пе- 
ресекаются при достаточном продолжении с этой стороны 
(рис. 126). 

Эти постулаты выражают выполнимость извест- 
ных построений или существование геоме- 
трических образов, которыми Евклид действительно 


Рис. 127. ‘ 


Рис. 126. 
пользуется в своем дальнейшем изложении. Однако в гео- 
метрии имеется еще целый ряд подобных постулатов 
существования, которые из названных не вытекают чисто 
логически, но которыми Евклид также пользуется. Для 
примера укажу только на такое предложение: два круга, 
каждый из которых проходит через центр другого, пере- 
секаются (рис. 127). Я мог бы привести еще целый ряд 
подобных же предложений. Поэтому мы должны, во вся- 
ком случае, признать систему постулатов Евклида 
неполной. } 

Теперь приведем четвертый постулат: 

4) все прямые углы равны между собой. ` 

Много спорили о том, как следует понимать этот по- 
стулат и как он вообще попал сюда. Это связано с весьма 
важным вопросом о том, пользуется ли Евклид поня- 
гием движения или нет. Если последовательно ис- 
ходить из понятия движения фигур как твердых тел — 
так мы поступали при нашем первом построении гео- 
метрии, — то этот постулат оказывается (ср. стр.289) ° 
необходимым логическим следствием и был бы, если 


только Евклид стоял на такой точке зрения, здесь 
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совершенно не нужен. Но ни в одном из всех других 
основных положений Евклида не говорится явно о дви- 
жении, так что многие толкователи считают, что этот 
четвертый постулат как раз и должен служить для вве- 
дения идеи движения, но уж во всяком случае, 
как пришлось бы тогда признать, в несовершенной 
ф ор ме. 

противоположность этому большинство комментато- 
ров Евклида полагает, что вследствие известных философ- 
ских соображений одно из наиболее существенныих 
стремлений Евклида как раз и было направлено на прин- 
ципиальное устранение из геометрии понятия движения. 
Но тогла исходным пунктом должно было бы служить 
абстрактное понятие конгруэнтности, как 
в нашем втором построении, и тогда снова этот четвер- 
тый постулат должен был бы считаться основой для 
учения о конгруэнтности. При этом, конечно, 
возникает вопрос, почему не сделано аналогичных ука- 
заний также и относительно конгруэнтности отрезков. 
Но мы сейчас же увидим, какие существенные трудности 
возникают в случае как одной, так и другой точки зре- 
ния в дальнейшем изложении Евклида. 

Остается еще заметить, что ни то ни другое толкова- 
ние не объясняет по-настоящему, почему это предложение 
помещено именно среди постулатов (с их общей тен- 
денцией, охарактеризованной выше). Это побудило Цей- 
тена к такой интересной попытке объяснения, которое, 
конечно, не вполне убедительно: рассматриваемый посту- 
лат должен выражать, что то продолжение отрезка за 
один`из его концов, которое вообще возможно согласно 
постулату Ь), определяется однозначным образом. Под- 
робности вы можете найти в упомянутой книге Цейтена 
„История математики в древности и в средние века“ 1). 
Наконец, остается, как всегда, тот выход из затруднения, 
что здесь признают наличие искажения текста. Мно- 
гие, действительно, так и думают, и против этого нечего 
возражать. 

Обращаюсь, наконец, к аксиомам (ОтилазаАеп), 
которых у Гейберга насчитывают тоже пять. 


1) Стр. 91 русского издания, 
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а) равные одному и тому же третьему равны также: 
и между собой 1); если а=6, 6 =с, то а= с; 

Ь) если к равным прибавляются равные, то и целые 
равны *); если а= 6, с=а, то ас=Ь-+а; 

с) если =, с=4, то а—с=ь--а4 3); 

4) налагающиеся друг на друга равны; 

е). целое больше части: а>а— 6. 

Четыре из этих аксиом имеют логическую природу, 
и в данном случае они должны, очевидно, констатировать 
то, что выражаемые ими общие отношения имеют место 
также и для всех рассматриваемых геометрических вели- 
чин (отрезков, углов, площадей ит. д). Четвертая же ак- 


сиома говорит о том, что в конечном счете решаю- 


щим моментом для равенства или неравенства явля- 
ется „конгруэнтность“ или „совпадение при 
наложении“, хотя опять-таки остается, конечно, не- 
ясным, предполагается ли здесь идея движения или нет. 
Что же касается различия между аксиомами и 
постулатами, то Симон (Зипоп) формулнровал его в 
том смысле, что первые связаны с простейшими фак- 
тами логики, а вторые — с простейшими фактами иро- 
странственой интуиции. Это было бы очень удач- 
ным и вразумительным решением вопроса, если бы только 
мы были убеждены в том, что расположение текста у 
Гейберга в точности соответствует оригиналу. Но в дей- 
ствительности в рукописях встречаются очень существен- 
ные уклонения в расположении и в содержании посту- 
латов н аксиом, которые никак не укладываются в схему 
Симона; в частности, например, постулат параллелей 
часто фигурирует в качестве 11-й аксиомы. . 
Теперь мы рассмотрим подробнее начало евкли- 
дова построения геометрии, которое возведено 
на этих определенизх, постулатах и аксиомах, а именно 
первые четыре параграфа, которые следуют за аксномами. 
При этом мы сможем`одновременно сделать интересные 


1) В греческом оригинале нет слова „величины“, обыкновенно вво- 
димого в переводах этой аксномы. ы 

?) [Перевожу буквально с греческого; Клейн перефразнрует так:. 
„равное, увеличенное на равное, дает равное“.] 

3) У Гейберга: „если от равных отнимаются равные, то остатки 
равны". 
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наблюдения относительно понимания Евклидом основ, в 
частности, по ‘вопросу об его отношении к идее движения. 

Первые три параграфа имеют целью решение задачи; 
отложить данный отрезок АВ на другом ‘отрезке СА; 


начиная 0% точки С. Каждый человек выполнит это на` 


практике, конечно, путем непосредственного переноса с 
помощью циркуля или полоски бумаги, т, е. помощью 
сдвига твердого тела в плоскости. Не так смотрит на 
дело Евклид в своих теоретических рассуждениях. Дело 


Рис. 129. 


Рис. 128, 


в том, что в своих постулатах он не предполагает построе- 
ния, которое соответствовало бы такому свободно пе- 
ремешаемому циркулю, а его постулат с (стр. 324) позво- 
ляет только описать около заданной точки окружность, 
если дана уже какая-нибудь одна ее точка. И вот, же- 
лая применять только те возможности, какие обеспечи- 
ваются его постулатами, он должен такое, повидимому, 
простое построение разбить на большее число более 
сложных, но во всяком случае в высшей степени остро- 
умных шагов: 

1. Построить на данном отрезке АВ равно- 
сторонний треугольник. Согласно постулату с) 
можно из точки А описать окружность радиусом АВ, а 
из В—радиусом ВА. То,что эти окружности пересекутся 
в некоторой точке С, принимается, конечно, как мы уже 
упоминали, без дальнейших разъяснений. А теперь следует 
строгое формально логическое доказательство с исполь- 
зованием аксиом того, что АВС представляет собою, дей- 
ствительно равносторонний треугольник. 

2. Отложить от данной точки С отрезок, 

‚. равный данному отрезку АВ (рис. `130). Строим 
согласно 1 на АС равносторонний треугольник АСД. 
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Затем продолжаем ДА за точку А [постулат Ъ)] и опи- 
сываем из А окружность радиусом АВ [постулат с)] до 
пересечения в точке В'’с ДА (существование этой точкн пе- 
ресечения и на этот раз осо- а 
бо не оговаривлется). Нако- 
нец, описываем нз точки О 
окружность радиуса ОВ’ до 
пересечения ее с продол- 
жением ОС в точке 2; тогда 
СЕ == АВ. Доказательство 
этого вывода, ход которого 
легко себе представить, про- 
водится снова вполне строго. 

3. Даны два отрезка 
АВ, СЕ, причем СЕ> АВ 
(рис. 130); отложить на СЕ 
от точки С отрезок, рав- 
ный АВ. Строим, следуя 2, 
от С какой-нибудь отрезок СЕ = АВ и проводим из С 
окружность радиуса СЁ, которая пересечет СЁ в точке С: 
СОЦ и есть искомый отрезок. 

Этим решена упомянутая задача. После этого Евклид 
дает под № 4 первую теорему о конгруэнтности. 


Рис. 130. 


2 5” 


я в В' 
Рис. 131. 


Если у двух треугольников АВС и А’В’С’ имеется по 
две соответственно равные стороны (АВ =: А’В’, АС = А’С') 
н по равному заключенному между ними углу (А= А‘), 
то попарно равны и все другие соответственные элементы 
(рис. 131). При доказательстве этого предложения Евклид. 
зпадает по сравнению с предыдущим построением в ту“ 
удивительную непоследовательность, из-за кото-. 
рой я и воспроизвожу здесь все эти рассуждения. Он 
представляет себе треугольник А’В’С’ наложенным так 
на АВС, что стороны А”В’, А’С’ и угол А’ совпадают 
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соответственно со сторонами АВ, АС и углом А. Хотя мы 
только что и научились очень точно откладыванию од- 
ного какого-нибудь отрезка на другом, но об отклады- 
ванни углов еще не было речи и еще гораздо меньше 
‘было сказано что-либо о том, что станется при подобном 
процессе перенесения с третьей стороною В’С’, — 
останется. ли она, например, вообще при этом прямо- 
линейной. Интуитивно это, конечно, ясно, но ведь вся 
цель Евклида как раз. и заключается всегда в логиче- 
ской полноте дедукции. Однако он без каких-либо более 
детальных рассуждений заключает, чтс прямая В’С” при 
описанном накладыванни тоже должна перейти в прямую, 
которая в таком случае должна, конечно, совпасть с ВС. 
Но это значит предполагать решительным образом су- 
ществование движений, которые не изменяют ни формы, 
ни размеров геометрических фигур, как мы поступали 
при нашем первом построенин геометрии; тогда, во вся- 
ком случае, становится очевидным, что первое предло- 
жение о конгруэнтности является доказуемым. 

Таким образом это доказательство Евклида, казалось 
бы, говорит вполне определенно за то, что он был при- 
верженцем идеи движения. Но тогда возникает вопрос, 
почему об этом ничего не говорится в аксиомах и уже 
тогда во всяком случае было бы совершенно бесцельным 
эго крайне искусственное решение задач 2 и 3, так как, 
пользуясь идеей движения, их можно решить в двух словах 
Если же рассматривать № 4 как позднейшую вставку, то 
остается открытым вопрос, как относился Евклид к пер- 
вому предложению о конгруэнтности, и вместе с тем 
остается существенный пробел в его построениях: 
без понятия движения доказать это предложение невоз- 
можно, и его приходится, как это мы сделали в нашем 
втором построении геометрии (стр. 288), включить в число 
аксном. Во всяком случае, заканчивая эти наши замеча- 
ния, мы можем только сказать, что как раз в первых 

‚ предложениях первой книги „Начал“ возникает так много 
` внутренних трудностей, что о достижении ндеала, как мы 
его наметили выше, совершенно не может быть речи. 

Но существенно более веским, чем все эти пробелы 
и неясности, является другой упрек, который приходится 
высказать по поводу изложения основ у Евклида, если 
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‚прилагать к нему мерку его же собственного идеала, не 


теряя при этом из виду наших современных знаний. А 
именно Евклид, если говорить сперва на привычном 
нам аналитическом языке, никогда не рассматривает 
своих геометрических величин (отрезки, углы, поверхности 
ит. д.)’со знаком (--), но всегда обращается со всеми 
ними как с абсолютными величинами; он строит как бы 
аналитическую геометрию, в которой координаты и про- 
чие величины входят только по своему 

абсолютному значению. Следствием этого 7 

является то, что он не может достигнуть 
установления общезначимых теорем, но 
всегда должен проводить различение 
отдельных случаев в зависимости 
от того, как именно в каждом конкрет- Рис. 132. 
ном случае расположены части фигуры. : 
В качестве простого примера может служить так назы- 
ваемая расширенная теорема Пифагора, которая на нашем 
современном языке формул гласит (рис. 132): 


= а -- 6* —2а6с051 


и имеет место как для остроугольных, так и для тупо- 
угольных треугольников, так как мы можем соответственно 
смыслу считать соз1 положительной или отрицательной 
величиной. Но Евклид знает только абсолютное значение 
1с031| и поэтому ои должен бы в этих двух случаях при- 
менять две различные формулы: 


с? = а? - 61 —2а6 | созт|, с?=а2- 9% 2а6| созт. | 


Естественно, что подобное различение отдельных случаев 
становится тем более сложным и запутанным, чем дальше 
мы идем. 

Можно, конечно, тот недостаток, о котором ндет речь, 
формулировать и чисто гео метрически. Различию 
в знаке при аналитическом изложении соответствует в 
чистой геометрии различие в расположении, а 
именно такого типа: С лежит либо между А и Б, либо 
вне отрезка АВ. Возвести полное логическое здание 
геометрии возможно только в том случае, если явно и` 
отчетливо формулировать основные факты этих соотно- 
шений положения или так называемые „Аксномы распо- 
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ложения“ (Ахюте 4ез 2\1зсНеп), как мы это уже подчер- 
кивали в нашем и первом и втором построении геометрии. 
А не выполнив этого, подобно Евклиду, мы не до- 
стигнем идеала чисто логического овладения геометрией 
и должны будем всегда снова обращаться к чертежу для 
проверки соотношений положения. Итак, коротко го- 
воря, наш упрек Евклиду состоит в том, что 
у него нет аксиом расположения. 

В действительности лишь сравнительно недавно поняли, 
‚что должно формулировать определенные предположения 
относительно понятия „между“, другими словами, что 
элементарно-геометрические величины должно снабжать 
согласно известным условиям знаком плюс или минус. 
В начале моего курса (стр. 37), когда мы подробно за- 
нимались этим вопросом, я сообщил вам, что первое по- 
следовательное проведение правил знаков встречается 
В „Барицентрическом исчислении“ Мебиуса 1827 г. Далее, 
в этом отношении представляет исторический интерес 
одно место из письма Гауссак В. Болья и от 6 
марта 1832 г., которое, однако, впервые стало. извест- 
ным только в 1900 г., после его опубликования в УШ томе 
сочинений Гаусса (стр. 222), и гласит так: „При полном 
проведении (РигсАБгипе) такие слова, как „между“, 
тоже следует сперва свести к ясным понятиям, что очень 
хорошо можно сделать, но чего я нигде не нахожу осу- 
ществленным“. 

Первую точную геометрическую формулировку этих 
„аксиом расположений“ дал М. Паш (М. РазсВ) в 1882 г. 
в своих „Лекциях по Новой геометрии“). 

Прежде всего здесь впервые встречается такое пред- 
ложение, которое мы уже раньше отчетливо формулиро- 
вали и использовали при нашем первом построении гео- 
метрии: 

Если прямая пересекает одну какую-ни- 
будь сторону треугольника, то она пересе- 
кает и одну ‘из двух других его сторон. Не 
следует недооценивать значение этих аксиом располо- 
жения; они столь же важны, как и все другие аксиомы. 
если мы действительно желаем построить геометрию, как 


2) „УоНезипреп ПЪег пепеге беотее“, 1е1рёйй 1882, 2. Апй., 1912 
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логическую науку, которая не нуждалась бы неизбежным 
образом для установления своих выводов в апеллиро- 
вании к интуиции и чертежам после установления 
аксиом (хотя такое апеллирование всегда будет, ра- 
зумеется, побуждать и помогать во ‘время исследова- 
тельской работы). 

Евклид, у которого нет этой аксиомы, всегда вынужден 
возиться с различением частных случаев при помощи 
чертежей, а так как он, с другой стороны, придает так 
мало значения правильности геометри- 
ческого чертежа, то всегда приходится 
опасаться того, что ученик Евклида, 
пользуясь неверно начерченными фигу- 
рами, придет как-нибуль к ложным пред- 
ложениям. Так возникают многочислен- 
ные так называемые геометриче- 
ские формулы; они являются фор- 
мально правильными во всем прочем 
доказательствами неверных теорем, но 
только они базируются на плохо начерченных, т. е. про- 
тиворечащих аксиомам расположения, фигурах. Я охотно 
приведу один пример, который, наверное, многим из вас 
известен, а именно доказа- з я 
тельство того, что вся- 
кий треугольник явля- 
ется равиобедренным. 

- Прежде всего проводим бис- 
сектрису угла А и перпенди- 
куляр в середине Д стороны ВС. 
Если бы обе линии были парал- 
лельны, то биссектриса была 
бы перпендикулярна к ВС и 
треугольник был бы равнобедренным. Можно, следова- 
тельно, считать, что эти две прямые пересекаются, при- 
чем мы будем различать два случая, смотря по тому, 
находится ли точка пересечения О внутри или вне тре- 
угольника. 

В обоих случаях мы проводим ОЁЕ и ОЕ перпендику-. 
лярно к АСи АВ ин соединяем Ос Ви С. 

В первом случае (рис. 134) горизонтально заштрихо 
ванные треугольники АОЁЕ и АОЕ конгруэнтны, так как 


Рис. 133. 


Рис. 134. 


334 СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 
у них есть общая сторона АО, а углы при А и прямые 
углы попарно раввы; отсюда 


АЁ = АР. 


Точно так же и вертикально заштрихованные треуголь- 
ники ОСО, ОВО конгруэнтны, так как у них есть общая 
сторона ОБ, равные стороны ДС и ОВ`и равные прямые 
углы. Следовательно, ОС == ОВ, откуда, далее, заключаем, 
пользуясь равенством ОЁ = ОР, вытекающим из конгру- 


Рис. 135. Рис. 136. 

энтности первой пары треугольников, что незаштрихован- 
ные [прямоугольные] треугольники ОСЕ и ОВЕ также 
конгруэнтны; поэтому 


ЕВ == РС, 


а сложение с полученным раньше равенством и дает нам, 
действительно, равенство АС == АВ. 

ссли жев другом случае точка О лежит вне треуголь- 
ника (рис. 135), то убеждаемся, совершенно подобно 
предыдущему, в конгруэнтности 3 пар соответствующих 
треугольников и находим, в частности: 


АР == АЕ, ЕВ == ЕС. 


С помощью вычитания отсюда следует, как показы- 
вает чертеж, что опять АВ = АС, и таким образом рав- 
нобедренность треугольников была бы доказана в каждом 
случае. 

В этом доказательстве неверен, действительно, только 
чертеж. А именно, во-первых, точка О никогда не мо- 


4 
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жет лежать внутри треугольника, 
никогда не может иметь места расположение, ‘изображен- 
ное на чертеже во втором случае, но всегда одно из 
двух оснований перпендикуляров ЕЁ, Е дол- 
жно лежать внутри, адругое вне той стороны 
треугольника, на которую опущен соответственный пер- 
пендикуляр, как это изображено на рис. 136. Итак, 
в действительности получается, например, что 


АВ == АР-— ВЕ, 
АС = АЁ -+ СЕ = АЁЕ+ ВЕ, 


и мы никак не можем вывести заключения о равенстве. 

Этим полностью разъяснен софизм и совершенно ана- 
логичным образом могут быть распутаны и многие другие 
общеизвестные мнимые доказательства; всегда в основу 
их аргументации кладутся неправильные чертежи с об- 
ратным действительному расположением точек и прямых. 

Подвергнув критнке существенные недостатки в из- 
ложении Евклида, я хочу, с другой стороны, подчер- 
кнуть также одну из наибольших его тонкостей, ко- 
горая так же ускользала от внимания большинства вы- 
шеупомянутых воодушевленных приверженцев Евклида, 
как и его ошибки. 

Я уже указывал, что в 5-Й книге рассматривается 
отношение ().0т05) любых двух геометрических величин 
а, 6, которое дает эквивалент общего понятия о числе. 
Но при этом Евклид четко формулирует, что он будет 
говорить об отношении двух однородных геометрических 
величин а, 6 только при одном определенном 
условии: а именно только в том случае. если 
можно определить два целых числа т ип 
таким образом, чтобы было та > риа< пб; вот его слова: 
„Величнны имеют отношение [одна к другой|, 
если кратное каждойизних может превзойти 
другую величину“. Теперь это требование называют 
аксиомой Архимеда, хотя это название исторически 
совершенно неправильно, так как им владел уже задолго 
до Архимеда Евклид и, вероятно, даже еще раньше Ев- 
клида Евдокс. В последнее время все чаще упохреб- 
ляется также название „акснома Евдокса“. 


а затем, 
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Эта архимедова аксиома играет в современных иссле- 
дованиях по основам как геометрии, так и арифметики 
большую роль как один из важнейших постулатов не- 
прерывности. Соответственно этому и мы уже несколько 
раз касались ее в нашем собственном изложении. В част- 
ности, вы сразу поймете, что тот постулат нашего пер- 
вого построения геометрии, согласно которому точки, 
получаемые из А при повторении некоторого сдвига, 
оставляют позади себя всякую точку полупрямой (стр. 267), 
по существу вполне совпадает с архимедовой аксиомой. 
Но ‘уже в рервой части нашего курса 1) мы тоже подробно 
говорили ©б этой аксиоме. Там мы назвали величину а, 
которая по умножении на любое конечное число п всегда 
остается меньше 6, актуально бесконечно малой 
по отношению к ф или, наоборот, 6 актуально 
бесконечно большой по отношению к а. 
Таким образом, Евклид исключает посредством своего 
требования, системы геометрических величин, которые 
содержат актуально бесконечно малые или бесконечно 
большие элементы. Исключение подобных сис тем 
является, действительно, необходимым, если хотят обо- 
сновать учение о пропорциях, которое ведь в итоге 
является, как уже часто было отмечено, не чем иным, как 
другой формой современной теории иррациональных чисел. 
Так что в данном случае Евклид (или, пожалуй, уже и 
Евдокс) поступает в основном так же—и это как раз 
и поразительно, — как поступают в современных иссле- 
дованиях понятия числа, и при этом Евклид пользуется 
в точности теми самыми вспомогательными средствами 
[какими пользуемся и мы теперь]. 

Мы лучше всего поймем значение аксиомы, о которой 
здесь идет речь, если рассмотрим одну совершенно кон- 
кретную, не удовлетворяющую ей систему 
геометрических величин, которая особенно ин- 
тересна еще и потому, что она уже в древности и в 
средние века была хорошо известна и вызывала много 
споров. Я имею здесь в виду так называемые „роговид- 
ные углы“ (погЮтицее \/тке|),. т. е. углы между 
кривыми, понимаемые в известном расширенном смысле. 


1) См, т, 1, стр. 321. 
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Когда мы говорим теперь об углах, то всегда представ- 
ляем себе углы между прямыми линиями и, в частности, 
понимаем под углом между двумя кривыми не что иное, 
как угол между их касательными (рис. 137); поэтому 
угол между кривой, например, окружностью, и касатель- 
ной к ней при таком пониманни всегда равен нулю. При 


Рис. 137. Рис. 138. 


таком понимании все углы образуют, как известно, обык- 
новенную „архимедову“ систему величин, в которой можно 
применять евклидову теорию пропорций и которую по- 
этому, говоря другими сло- 
вами, можно измерять при 
помощи простого линейного 
ряда вещественных чисел. 
В противоположность 
этому под роговидным 
углом двух кривых 
понимают (рис. 138) часть 
плоскости, заключен- 
ную между самими кри- 
выми вблизи точки их пересечения (или касания). 

Как мы сейчас увидим, это определение приводит к 
неархимедову, т. е. не удовлетворяющему аксиоме Архи- 
меда, понятию о величине. Ограничимся при этом углами, 
одной из сторон которыхявляется некоторая 
неподвижная прямая (х-ось) и общей вершиной 
которых служит начало координат 0); другой же стороной 
пусть будет окружность (или также при известных об- 
стоятельствах прямая), которая в точке О пересекает 
х-ось или касается ее (рис. 139). Тогда будет вполне 
естественным из двух роговидных углов назвать мевь- 
22 


Рис. 139. 


Ф. Клейн. Элемонтариал математика, 
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шим тот, свободная (т.е. отличная‘ от Ох) сторона 
‚которого при приближении к О в конце кон- 
цов проходит под 1) [свободною] стороною дру- 
гого, т. е тот угол, который при этом в конце концов 
ограничивает более узкую часть плоскости. Поэтому, на- 
пример, угол образуемый соприкасающеюся окруж- 
ностью, всегда будет меньше, чем угол, образуемый 
(с х-осью) пересекающейся окружностью или прямою, 
а из двух окружностей, касающихся л-оси в точке О ок- 
ружность большего радиуса образует меньший угол, 
так как она проходит под первой. Ясно, что этим вполне 
определяется, какой из любых двух роговидных углов 
рассматриваемого типа меньше и какой больше. Совокуп- 
ность всех роговидных углов [имеющих х-ось одной из 
своих сторон] оказывается, как говорят теперь в теории 
множеств просто [или линейно] упрядоченною 
(ейМасп веогапе!) по их величине аналогично совокуп- 
ности всех обыкновенных действительных чисел. 

Но чтобы обнаружить характерное различие между 
этими двумя множествами, мы должны дать более точные" 
указания относительно измерения роговидных 
углов. 

Во-первых, будем измерять угол, образуемый [с х-осью] 
прямою, проходящею через О, в обыкновенной 
угловой мере; тогда каждый угол а, образуемый какою- 
нибудь окружностью, касающеюся х-оси, будет по опре- 
делению меньше любого, сколь угодно малого, отличного 
от нуля, прямолинейного угла, и уже это не может иметь 
места в обыкновенном числовом континууме ни для ка- 
кого а, отличного от нуля, и характеризует а, как „ак- 
туально бесконечно малую“. 

Чтобы проследить это в связи с аксиомой Архимеда, 
мы сперва должны еще дать для этих криволинейных 
углов определение умножения на целое число. 
Если начать с рассмотрения окружности раднуса Ю, каса- 
ющейся [х-оси] в точке О, то вполне естественно при- 
писать И-кратный угол касательной окружности ради- 


*) [Здесь Клейн имеет в виду, конечно, такие углы, вторые (свобод- 
ные) стороны которых проходят ‘над х-осью; в общем же случае саде- 
дует сказать, вместо „под стороною“ — „между сторонами“ другого 
угла.] 


ОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ 339 


Ю 
уса -„-. Действительно, это определение не противоречит 


предыдущему определению, поскольку по этому послед- 
нему углы касательных окружностей, имеющих радиусы 


Ю 
К: › 3 › Последовательно увеличиваются. Таким образом 


при умножении угла а какой-нибудь касательной окруж- 
ности на целое число всегда снова получаются углы ка- 
сательных окружностей, и все эти кратные ла оста- 
ются согласно нашему определению по необходимости 


Рис. 140. 


Рис. 141. 


меньше, чем, скажем, угол 6 некоторой неподвижной се- 
кущей прямой, каким бы большим мы ни брали число п 
(рис. 140). Итак, здесь аксиома Архимеда дейст- 
вительно не удовлетворена; поэтому углы сопри- 
касающихся окружностей нужно рассматривать, как ак- 
туально бесконечно малые по сравнению с углом любой 
пересекающей прямой. Что же касается сложения 
двух таких углов, то в согласии с данным определением 
умножения угла на целое число для выполнения его 
складывают обратные величины радиусов, которые во- 
обще служат здесь мерой актуально бесконечно малых 
углов. 

Если же мы имеем произвольную окружность, 
проходящую через О (рис. 141), то под углом ее 
(с х-0сью) можно понимать сумму угла, образуемого ка- 
сательной к ней с х-осью (и измеренного в обычном 
смысле), и ее собственного актуально бесконечно малого 
угла с ее касательною в только-что определенном смысле. 
Тогда можно сложение и умножение подобных углов 
свести к тем же действиям над их отдельными слагае- 


22* 
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мыми, чем вполне определяется производство операций 
над роговидными углами. Но в этой области аксиома 
Архимеда не имеет места; поэтому здесь оказываются 
недостаточными „[.о#о!“ [отношения] или обыкновенные 
ещественные числа. Вероятно, это хорошо было известно 
Евклиду (или даже Евдоксу), и он вполне сознательно 
исключает подобные системы величин посредством своей 
аксиомы. 

Пользуясь современными средствами, можно суще- 
ственно расширить область этих роговидных углов, при- 
чем определения еще более обобщаются и одновременно 
упрощаются, а именно в том случае, если рассмагривать 
все аналитические кривые, проходящие через О. 
Каждая такая кривая изображается степенным рядом: 


окружностью радиуса ха : 


х тв 
У=п эВ РИ зе +. .., 


что действительно только для первого члена разложения 
является умножением на п. Но и по новому более про- 
стому определению мы получаем снова неархимедову 
систему величин: кривая, разложение которой начинается 
с №? (а, =0), по умножении на сколь угодно большое и 
всегда: будет образовывать угол меньший, чем угол кри- 
вой, в разложении которой а, отлично от нуля. По су- 
ществу мы здесь повторили в несколько более наглядной 
форме только то, что мы уже проделали в первом томе). 
В разложении в степенной ряд: , 


Ух + Вх и -..., 
У = ах + Вых" 1. +... 


Мы будем говорить, что угол кривой 7 с х-осью больше 
или меньше угла кривой 2 с тою же осью, смотря по 
тому, будет ли а, > а, или <; если же а =а», то 
решение вопроса зависит прежде от соотношения В, == Вх, 
а в случае, если В, == В„, то от соотношения 1; 21 ит.д. 
Ясно, что этим мы расположили углы всех аналити- 
ческих кривых в одну определенную одно- 
кратно линейно упорядоченную последова- 
тельность, в которой, очевидно, содержатся также 
и углы окружностей, расположенные определенным выше 
образом. 

Теперь мы можем условиться считать л-кратной 
величиной угла кривой / с х-осью тот угол, который 
образует с х-осью кривая, определяемая рядом п. у, = 
=па,х + ив, х? +..., полученным из ряда для у, умноже- 
нием его на Л. 

Прежде мы должны были применять более сложную 
операцию, чтобы не выйти за пределы совокупности 
окружностей, а именно, мы заменяли касательную окруж- 
ность радиуса А с разложением: 


у=алх + Вх? 19+... 


последовательные степени х, х*, х3,...играют при этом 
толковании просто роль актуально бесконечно малых 
величин различного, все возрастающего порядка. 
Интересно, что последовательность роговидных углов 
можно уплотнить еще более, если присоединить к ней не- 
которые неаналитические кривые. Но только, 
чтобы было возможным сравнивание по величине, они 
не должны бесконечно часто осциллировать (т. е. иметь 
бесконечно много колебаний) или, выражаясь точнее, не 
должны пересекать какую-либо аналитическую кривую 
бесконечное число раз. Достаточно будет привести здесь 
1 


в качестве примера кривую у=е =. Она, как извест- 
но, обладает тем свойством, что все ее производные ис- 
чезают при Хх =0 (так что в этом месте ее вообще нельзя 
разложить в степенной ряд); поэтому она в конце концов 
оказывается под любой аналитической кривой. Следова- 
тельно, хотя мы уже раньше имели повсюду плотную 
последовательность роговидных углов, теперь мы име- 
ем еще один роговидный угол, который 


1) Ср. т. 1, стр. 326 (355) н сл., где подобные величины различных 
порядков обозначены через ч, $... 


у=и-+ав+..., - 
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вместе со всеми своими: конечными крат- 
ными меньше, чем угол любой аналитической 
кривой [с х-осью]! 

На этом мы закончим эти соображения и вообще наше 
изучение Евклида. Я только резюмирую в заключение 
в виде нескольких положений то суждение о „Нача- 
лах“ Евклида, к которому нас приводят все эти раз- 
мышления: 

1. Великое историческое значение „Начал“ 
Евклида состоит в том, что они передали после- 
дующим временам идеал вполне (беспро- 
бельно) логической обработки гео- 
метрии. 

2. Что касается выполнения, то многое про- 
делано очень тонко, но многое другое 
оказывается принципиально отсталым 
с точки зрения наших современных 
ВЗГЛЯДОВ. 

3. Многочисленные важные детали—в том 
числе в начале первой книги — вследствие нена- 
дежности текста остаются сомнительными, 

4. Все изложение оказывается часто излишне тя- 
желовесным, так как Евклид не имел в своем 
распоряжении готовой арифметики. 

5. Вообще одностороннее подчеркивание 
логического затрудняет понимание всего содер- 
жания в целом и его внутренних связей. 

Наше собственное отношение к обоснованию геомет- 
рии я хочу охарактеризовать еще тем, что я еще раз 
сопоставлю те две точки зрения, которые уже фигуриро- 
вали в различных местах. 

Одна из них связана с тем фактом, что мы могли 
построить геометрию, следуя совершенно различными 
путями. Два таких пути мы рассмотрели более подробно. 
При одном построении мы выдвигали на первое место 
понятие группы движения, в частности групы сдвигов, 
а при другом начинали с аксномы конгруэнтности и 
отодвигали параллельность на гораздо более позднее 
место. : 

Это противопоставление очень хорошо‘ оттеняет ту 
свободу, какую мы имеем при аксиоматическом обос- 
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новании геометрии. И как раз это следует здесь еще 
раз особенно подчеркнуть ввиду тех нетерпеливых утверж- 
дений, с которыми часто приходится встречаться в этом 
вопросе и которые имеют целью выставить то или дру- 
гое основное понятие, особенно отвечающее вкусу автора, 
как абсолютно простейшее и единственно пригодное 
для обоснования геометрии. В действительности же ис- 
точником всех геометрических основных понятий и аксиом 
является наивное геометрическое созерцание (интуиция). 
Из этого созерцания мы почерпаем те данные, какие 
кладем в надлежаще идеализированном виде в основу 
логической трактовки предмета. Но для решения вопроса 
о том, на чем же именно следует остановить свой выбор, 
не может существовать никакого абсолютного кри- 
терия, и царящая здесь свобода ограничивается только 
тем единственным требованием, чтобы система аксиом 
действительно достигала своей цели, т. е. гарантировала 
беспробельное построение геометрии. 

Другое замечание касается нашего отношения к ана- 
литической геометрии и нашей критики, направленной 
против некоторых традиций, ведущих начало от Евклида, 
которые давно уже не соответствуют состоянию матема- 
тических наук и поэтому должны были бы быть устра- 
нены, наконец, из школьного преподавания. У Евклида 
геометрия благодаря своим аксиомам является строгим 
основанием для общей арифметики, обнимающей также 
и иррациональные числа. Это подчиненнае положение 
арифметики по отношению к геометрии оставалось в 
силе даже еще в ХПХ столетии, но с тех пор наступил 
полный переворот. 

В настоящее время как раз арифметика достигла 
первенства в качестве действительно основной дисцип- 
лины; и это является фактом, с которым приходи- 
лось считаться при построении научной геометрии, т. е. 
геометрия должна опираться на результаты, получаемые 
в И 

этом именно смысле следует оценивать то отноше- 
ние к аналитической геометрии, какого мы придержи- 
ваемся при нашем обосновании; да и вообще мы прин- 
ципиально пользовались средствами анализа, трактуя 
геометрические вопросы. 
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На этом мы закончим наши соображения, касающиеся 
теорий чистой геометрии; надеюсь, что они дали вам 
желательный обзор всей этой области, поскольку она 
имеет хотя бы малейшее отношение к нуждам школы. 


А теперь в заключение я хочу согласно моему обе-‘ 


щанию остановиться еще немного на преподавании гео- 
метрин. 


жж 


= ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНАЯ ГЛАВА, 
О ПРЕПОДАВАНИИ ГЕОМЕТРИИ 


Здесь наше изложение будет иметь существенно ис- 
орический характер еще в большей степени, чем 
соответствующих разделах первого тома, так как гео- 
етрия в соответствии с ее почтенным возрастом в каче- 
тве науки имеет за собою также и в качестве предмета 
преподавания такую старую традицию, ‘как ни одна из 
анее рассмотренных нами дисциплин. Если в одних 
тношениях эта традиция представляет преимущество, 
го зато в других отношениях она таит в себе серьезные: 
пасности. Действительно в настоящее время на 
преподавании геометрии болезненно сказы- 
ается как раз бремя традиции, в силу которой 
многие его части, потерявшие жизнеспособность, так 
рочно в нем укоренились, что с трудом поддаются 


Чтобы понять современную ') структуру преподава- 
ия геометрии, приходится вернуться ко времени возро- 
дения научной деятельности, к эпохе Ренессанса 
самом широком смысле слова (начиная с 1200 г.). 

Естественно, что тогда исходным пунктом послужили 
Гворения древних и что, в частности, „Начала“ Евк- 
ида изучались как введение в геометрию. К этому 
присоединялось также изучение прочих известных тогда. 
астей геометрии древних, т. е, в первую очередь архи- 
медова вычисления ми учения о конических 
ечениях Аполлония, и, наконец, интерес к пост- 
оениям при помощи циркуля и линейки, вос- 
одящий к школе Платона. Выбор этого геометри- 
еского материала является, конечно, чрезвычайно 


1) Дополнения к нижеследующему изложению, написанному еще в 
908 г., читатель найдет во втором приложении в конце книги. 
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односторонним: не только разработка применений, 
но и выработка пространственных представлений были 
совершенно оттеснены на задний план, и все внимание 
было сосредоточено исключительно лишь на абстрактно 
логической стороне геометрической дедукции. Но при 
этом удивительно то, что не только исследователь, уче- 
ный изучал геометрию в таком направлении, но что вы- 
работался взгляд, согласно которому „Начала“ Евклида 
являются подходящим учебником для начального препо- 
давания! Каким бы естественным ни было для того вре- 
мени такое смешение понятий (ведь кроме Евклида тогда 
ничего другого и не имели), но оно, конечно, не соот- 
ветствовало мнению самого Евклида, так как его „Нача- 
ла“ произошли, что никогда не будет лишним отме- 
тить, из университетских лекций и менее всего явля- 
ются учебником, предназначенным `для десятилетнего 
ребенка. И тем не менее это недоразумение оказывало 
свое действие существенным образом вплоть’до нашего 
времени, как мы еще не раз увидим. } 
{> Спросим себя прежде всего, какие именно требо- 
‚вания следует предъявлять в настоящее время к здо- 
‘ровому школьному преподаванию геомет- 
рии. Всякий согласится, конечно, с тем, что здесь 

1) психологические соображения должны 
играть существенно руководящую роль. Преподавание 
не может зависеть от одного лишь (учебного) материала, 
но должно прежде всего считаться с подлежащим обу- 
чению субъектом. Один и тот же вопрос мы будем изла- 
гать шестилетнему ребенку иначе, чем десятилетнему, 
а этому последнему опять-таки не так, как взрослому 
человеку. В частности, в применении к геометрии это 
означает следующее: в школе всегда должно 
сперва апеллировать к живому конкретному 
созерцанию и позволительно лишь постепенно вы- 
двигать на первый план логические элементы; вообще 


ствующими целевой установке геометрии в рам- 
ках всего преподавания, не поддаваясь при этом влия- 
нию исторических случайностей. Никогда не бывает 
излишним повторять такого рода общие требования; 
если даже всякий склонен соглашаться с ними в теории, 
то на деле с ними достаточно часто не считаются. 

3) Что касается общей цели преподавания, 
то я не могу входить здесь в рассмотрение тех более 
тонких нюансов, какими взаимно отличаются разные виды 
школ. Достаточно отметить, что эта цель в высшей сте- 
пени зависит от культурного направления дан- 
ной эпохи. И, конечно, не будет защитой плоского 
утилитаризма, если мы скажем, что цель современной 
школы в том, чтобы сделать широкие круги способными 
морально и умственно к сотрудничеству в современной 
культурной работе, направленной главным образом на 
практическую деятельность. Поэтому, в частности для 
преподавания математики, представляется необходимым 
все более к более принимать во внимание 
эётествознание и технику. 

4) Предложить какой-нибудь определенный вы: 
бор материала я, конечно, неё могу; это — дело 
учителя-практика, который имеет богатый собственный 
опыт преподавания. Настоящий курс должен, как я это 
уже не раз подчеркивал раньше, лишь подготовить 
такой выбор, поскольку он дает вам в руки в виде 
обзора всей чистой геометрии также и в этом 
отношении тот материал, который поможет вам впослед- 
ствии составить свое собственное веское мнение по этому 


вопросу. 
Я желал бы отметить здесь еще только одну по- 
лезную методическую точку зрения, а именно, уже неод- 
нократно упомянутую тенденцию к слитному препо- 
даванию планиметрии и стереометрии, цель 
которого — помешать одностороннему усовершенствова- 


единственно правильным является генетичес- 
кий метод, при котором ученик, не спеша, свыкается 
с изучаемыми вещами. 

2) Что касается подбора материала, то следует 
стараться выбрать из всей области чистой и прикладной 
геометрии такие части, которые представляются соответ- 


нию в планиметрии при одновременном пренебрежении 
развитием трехмерной пространственной интуиции. В том 
же смысле надо понимать также и требование слитно- 
го преподавания (фузионирования) арифмс- 
тики и геометрии: я` не считаю желательным полное 
слияние этих областей, но’они не должны быть столь 
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резко разграничены, как это часто теперь происходит 
в школе, Весь уклон этого и прошлого моего курса 
показывает, как, на мой взгляд, все это следует понимать. 

Действительная школьная практика оказы- 
вается, с точки зрения этих мыслей и требований, во 
многих отношениях совершенно неудовлетворительной. 
Трудно, конечно, произнести один общий приговор, так 
как даже в пределах одной страны практика меняется 
от школы к школе и даже от учителя к учителю. Но все 
же я считаю возможным установить небольшое число в 
общем и целом действительно наблюдаемых черт, хотя 
в ответ на каждое отдельное обвинение можно, несом- 
ненно, указать на множество случаев, в которых оно 
совершенно неприложимо. 

1 Прежде всего я полагаю, что слияние различ- 
ных областей проведено в преподавании в настоящее 
время еще слишком слабо; в подтверждение я приведу 
несколько примеров, которые, быть может, связаны для 
вас с живыми еще воспомннанйями. 

а) Проектирование и черчение пространствен- 
ных фигур, имеющие, несомненно, чрезвычайно важное 
значение, в современном преподавании геометрии не зани- 
мают надлежащего места. Правда, внешне они включены 
в учебный курс, но внутренне не переплетены с ним. 
В связи с этим то, что называют „духом новой гео- 
метрии“, не занимает в преподавании подобающего 
ему положения; я имею в виду ту идею о подвиж- 
ности всякой фигуры, благодаря которой удается 
каждый раз перейти от частного случая к пониманию 
общего характера геометрических образов. И хотя от- 
дельные главы „новой геометрии“, как, например, учение 
о гармонических точках и трансверсалях, и вошли в про- 
грамму, но то, ‘что своеобразный метод новой геометрии 
позволяет схватить одним взглядом, в школе обыкновенно 
излагают по застывшей евклидовой схеме, расчленяя 
на множество частных случаев. 

Ь) Геометрию и арифметику в школе обыкно- 
венно искусственно отделяют одну от другой; поучитель- 
ный пример этого представляет уже упомянутый выше 
(стр. 318) способ прохождения теории пропор- 
ций, которые прорабатывают сперва арифметически, а за- 
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тем — часто даже без всякой связи с предыдущей 
проработкой — в геометрической форме. 

с) Аналитическая геометрия с ее основным 
положением, что функция у==/(х) изображает кривую, 
несомненно доступна пониманию детей уже на ранней 
ступени, ‘и она могла бы и должна бы пронизывать 
в дальнейшем все преподавание геометрии. Вместо этого 
ее надстраивают в виде нового отдельного здания над 
готовым зданием геометрии и после того, 6 однажды 
проработали „синтетически“ (в духе древних!) конические 
сечения, показывают, как можно все получить гораздо про- 
ще при помощи „новой И аплины = налненааеко гео- 
метрни. При этом, конечно, не учитывается и то более 
глубокое воззрение современного исторического исследо- 
вания, согласно которому идея аналитической геометрии 
по существу имелись уже у Аполлония. 

2. Теперь я хотел бы бросить взгляд на то, какие 
научные последствия имело это сохранение в пре- 
подавании исторически сложившейся изолированности 
отдельных областей. Конечно, элементарная геометрия, 
даже в ее вызывающей мои нарекания изолированности, 
во многих случаях дает повод к постановке научных 
проблем. 

Относительно литературы укажу, с одной стороны, 
на реферат Макса Симона „О развитии элемен- 
тарной геометрии в Х!Х столетии“ *), а с дру- 
гой,— наряду с моей книжечкой „Лекции по избран- 
ным вопросам элементарной геометрии“ *), — 
на интересный итальянский сборник Энриквеса „Вопро- 
сы, относящиеся к элементарной геометрии" 3), 


1) Мах $! мов, ОБег 4е ЕпусКшпр 4ег Еетеп(агреоте\е ип 
19. ]авгиип4ег, УабгезБенсв{ 4ег Чецёзсвеп Ма{фетаНКегуегеаипя, 
Еграпгиорзвапа 1, Гера 1906. 

2) Е. К|е!т, Уогьёре @Ъег аиземанНе Егареп 4ег Ветеп(агвеоте- 
{1е, аизкеагеЦе{ уоп Е. Тарец, Герая 1835. 

Существует русский перевод, Казань 1898, извание физ.-мат, 
о-ва|. 

*з) Р, Еаг! ацез, ОчезНюш Иецаг4аптй |а веотеёЧа е!етегаге, Во- 
1орпа 19000, 3 е412. 1924. [Начиная со в'орого издання, этот сборник. 
назынается „ОцезНоп! ПецагдапН 1е таетаИсве е!ещег{а“, охватывая 
наряду с геометрией также принц, пиальные вопросы теорни чисех, 
теоретической арифметики, алгебры и анализа.] 
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существующий также в немецкой обработке *) в двух то- 
мах; наконец, следует еще отметить „Теорию геомет- 
рических построений“ Адлера (А. АЧе!)?). 

Я не могу, к сожалению, останавливаться здесь на 
положительной стороне возникающих при этом интерес- 
ных проблем и должен, наоборот, ограничиться подчер- 
киванием некоторых нелепостей, возникших в ре- 
зультате изолированного положения эле- 
ментарной геометрии вдали от общего развития 
математики. Оказывается, что некоторые вопросы, пред- 
ставляющие с высшей точки зрения лишь весьма незна- 
чительный интерес, получили очень широкое развитие 
и тоже вошли в школьное преподавание. 

а) В этом отношении я должен прежде всего упомя- 
нуть о дисциплине, носящей в школе название алгеб- 
раической геометрии (в России ее чаще называли 
приложением алгебры к геометрии), которая 
учит сперва вычислять элементы треугольника или других 
фигур, а потом уже строить их каждый в отдельности. 
Чтобы получить мерило ценности этой области, спросите 
себя, приходилось ли вам когда-либо пользоваться ею в 
высшей школе или могли ли бы вы там ею воспользовать- 
ся? Наверное нет; мы имеем здесь дело с боковой веточ- 
кой, которую искусственно культивировали ради нее самой 
и которая никогда не вступала в живой контакт с другими 
ветвями науки. 

Ь) Пользуется славой также область, посвященная 
построению треугольников (отдел так называемых 
эзалач на построение“). Весьма хорошо и полезно, если 
вообще занимаются построением фигур, и я сам, конечно, 
всегда рекомендую пользоваться во всех областях графи- 
ческими методами. Как раз здесь, в Геттингене, на лекциях 
о графических методах профессора Рунге (Кипёе) вы 


1) „Егареп дег Е! етегагреотее“, Ва. 1: Рни2фреп Чег Сеотешце 
Е р Гера Ой Ачй. 1923); Ва. 11: Ге реоте- 
абеп, Шге Г.6зипр ипа Т.бзБагкей, Чешё$сН Н. [1 |, 

и: 190 (2. АцИ. 1923). - ВАН а 

усск перевод 

мена | ре Яшунского, СПБ’ 1913, „Вопросы элементарной 
я 3) „Тнеоме ег пеотензстеп Копзиикопеп“, Зати пе ЗепиБен, 
32. Терар 1905. уе перевод в изд. „Матезис“, Одесса 1910; 
2-е изд. Одесса 1924.] | 
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имеете наилучшую возможность познакомиться с много- 
численными, развитыми в последнее время, крайне остро- 
умными приемами 1). Но такими важными и интересными 
вещами в школе не занимаются; там ограничиваются 
почти исключительно построением треугольни- 
ков и притом лишь задачами, разрешимыми при помощи 
циркуля и линейки. Как известно, можно получить 
множество разнообразнейших задач этого рода, частью 
очень трудных, если выбирать три данных элемента тре- 
угольника самым различным и к тому же, как удачно 
было 
образом“. 


более нецелесообразным 


сказано, „возможно 


При этом действительному выполнению найденных 


построений часто не придают никакого значения, и они 
фактически оказываются в большинстве случаев слишком 
сложными для практики по причине искусственного огра- 
ничения в средствах (инструментах). Конечно, с такими 


построениями связаны также теоретически очень интерес- 
ные и глубокие вопросы, каковы вопросы, трактуемые в 
названном сочинении Энриквеса или некоторые примеры, 
рассмотренные нами в первом томе этой книги °): я имею 
в виду алгебраические доказательства невозможности, 
которые показывают, почему при некоторых построениях 
(например, при построении правильного семиугольника или 
при делении любого угла на три части) как раз невоз- 
можно обойтись только циркулем и линейкой. Но 
в школе об этом часто не говорится даже в форме намека, 
и таким образом у многих людей все снова и снова соз- 
дается убеждение в разрешимости всякой геометрической 
задачи помощью циркуля и линейки. В этом, я думаю, надо 
искать объяснение того, что никогда не вымирает толпа тех 
искателей квадратуры круга и трисекции угла, о которых 
я уже говорил вам в прошлом семестре. 


1) Ср., например, С. Кипре, Отарызспе Ме#одеп, 2. АиЯ., Герая 
1919 (Заттшие таШфетаНзсв-рпуз/хаЙзспег Гепгрёсрег, 18) и Н.у. Зап- 
Чеа, РгаКЫзспе Апа1уз!з, Герая 1914 („НапаБисн ег апвемап еп Ма- 
ШестаНк“). |Обе книги переведены на русский: Рунге, р 
методы математических вычислений, перев. с 3-го нем. изд. М. Абра- 
мава, изд. ГТТИ, 1932 ни Занден, Элементы прикладного анализа, 
перев. со 2-го нем. изц. В. М. Брадис и др., изд. ГТТИ, 1932.] 

‚ 3) См. т. Ь стр. 18 (19) и сл. (семиугольник), стр. 172 (186) и сл. 
(трисекция). у 
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с) Наконец, я должен еще упомянуть о так называе 
мой геометрии треугольника, т. е. об учении 
„замечательных“ точках и прямых в треугольнике, кото 
рое получило совершенно особое развитие в качеств 
самостоятельной дисциплины в недрах школьно! 
математики. И в этом случае вы должны будете согла 
ситься со мною в том, что эта область настолько ж 
отступает на задний план при дальнейшем изучении мате 
матики, насколько она обыкновенно выдвигается впере; 
в школьном преподавании. Выше было уже объяснено 
в каком уголке проективной геометрии имеется мест 
для этой геометрии треугольника(ср. стр. 261 и сл.): реч 
идет о теории инвариантов тех плоских фигур, которы 
состоят из трех произвольных точек и из обеих мнимы 
циклических точек их плоскости, следовательно, действи 
тельно о чем-то совершенно специальном. 

Если мы желаем кроме этих критических замечани; 
общего характера рассмотреть детально современны 
формы преподавания геометрии, то нам придется изу 
чить порознь его развитие в разных странах, так ка! 
но сложилось, конечно, в них совершенно различным 
образом; при этом мы вынуждены, разумеется, ограни 
читься здесь лишь важнейшими культурными странами 
хотя бы Англией, Францией, Италией и Германией. 


чительной степени должна учитываться индивидуальность 
ученика. Но зато мы имеем единообразные учебные планы, \ 
которые содержат определенные общие директивы отно- 
сительно материала и методов преподавания во всех шко- 
лах. В противоположность этому в Англии отдельные 
школы являются частными учреждениями, которые поль- 
зуются почти неограниченной свободой действий и по 
всей своей организации бывают самого различного типа. 
Но экзаменовать своих учеников они не имеют права. 
Установлено как принцип, что экзаменатор не знает и даже 
не видит экзаменующегося и совершенно схематически 
проверяе#и оценивает только письменную работу ученика 
и что исключительно от результата этой проверки зависит 
исход экзамена. В Лондоне, Кембридже и в Оксфорде 
находятся большие экзаменационные комиссии, в которых 
подвергаются испытанию абнтуриенты со всей страны. 

Так, например, в Лондоне, как сообщил мне один 
из главных экзаменаторов, ежегодно держат экзамены 
24000 учеников, и все они получают одни и те же задачи, 
одни и те же вопросы. Для просмотра этих задач экза- 
менатор имеет 30 ассистентов, каждый из которых 
должен, следовательно, исправить 800 раз одну и ту же 
работу. Никто бы, конечно, не взялся за такую работу, 
если бы она не оплачивалось очень хорошо. 

В преподаванни математики такой своеобразный метод 
возможен лишь в том случае, если имеется один стан- 
дартный (нормальный) учебник („з4ап4ай-\огк“), 
известный каждому экзаменующемуся и служащий для экза- 
менатора основою для его вопросов. Роль такого нор- 
мального руководства в Англии с давних пор испол- 
няют по отношению к геометрии „Начала“ Евклида. 
Понятно, что при такой системе один и тот же учебник 
и один и тот же метод преподавания должны были 
сохраняться столь долгое время ‘без существенных изме- 
нений и что вообще при ней всякая реформа сопряжена 
с величайшими трудностями. Ведь экзаменационное 
начальство не может само по себе реорганизовать харак- 
тер преподавания во всей стране. Так как оно не имеет 
на него никакого официального влияния, а с другой: 
стороны, экзаменаторы едва ли могут при массовом ха- 
рактере экзаменов учесть индивидуальные особенности 
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Такое положение вещей обусловливается организацион- 
ными формами английских экзаменов. Прекрасный 
принцип, согласно которому учиться следует независимо от 
экзаменов, как и многие другие прекрасные принципы 
к сожалению, нигде не проводится в жизнь. В Англии 
к тому же, господствует замечательная система строга 
централизованного экзамена наряду с сове | 
шенно независимой частной (приватной 
организацией отдельных школ. У нас же ‘каз 
раз наоборот: у нас в каждой отдельной школе ученика 
экзаменуют учителя, хорошо его знающие, причем в зна: 


Ф. Клейн, Элемептарная математика 23 
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каждой отдельной школы, которая пожелала бы испро- 


бовать самостоятельно новые методы преподавания. 


Посмотрим теперь, что представляет собою подобный 
английский школьный Евклид. Здесь передо мной 
издание Потса (К. РоН$)*), которое в последние десяти- 
летия пользовалось особенным распространением. Оно 

только книги 1—6 
11 и 12 (начала сте- 
реометрии и метод истощения), н все это в дословном 
переводе. К этому материалу добавлены объяснительные 
и отчасти исторические примечания, а также задачи. От- 


содержит, что очень характерно, 
(планиметрию), а также книги 


сутствуют, следовательно, из книг, составляющих „Нача- 


ла“ Евклида, арифметические книги (7—9), классифика- 


ция иррациональностей (книга 10) и правильные тела 
(книга 13), Имеющийся материал по традиции заучивает- 
ся в английских школах более или менее наизусть с тем, 
чтобы на экзамене каждый имел его наготове в голове. 
Чтобы охарактеризовать этот метод, Перри (Реггу) сде- 
лал однажды такое забавное замечание: „Какой здоро- 
вой должна быть английская натура, если она оказалась 
в состоянии в течение веков выносить столь неподходя- 
щий метод обучения“. Конечно, чувствовалась необходи- 
мость принять во внимание также и результаты совре- 
менного, далеко опередившего Евклида исследования. 
Но этого думали достичь тем, что их насильно втискива- 
ли в неподвижную евклидову форму, причем, естествен- 
но, утрачивался в значительной степени самый дух новой 
науки. В качестве примера возникших таким образом так 
называемых „продолжений Евклида“ („зедце!з юЮ 
ЕисН4“) я предлагаю здесь книгу Кэзи (/. Сазу) °), трактую- 
щую в таком именно виде начатки проективной геометрии. 

Естественно, что в конце концов возникла реакция 
против этой застывшей системы. Начало ей положил 
в 1869 г. великиИ”анГЛИЙСКиЙ математик Сильвестр ($у1- 
уезег), а в 1874 г. была основана „Ассоциация для 
улучшения преподавания геометрии“ (Аз$0с!- 
аНоп 1юг Ше ппргоуетеп{ оЁ зеоте#са! {еас те“). После 
долгих работ это общество издало, наконец, новый нор- 


ы „ЕцсНа, е]етепёз оЁ хсотефу“, Т.оп4оп 1869. 
) „А зедие! 40 Ше Игзё 6 БооКз оЁ \пе ветер ог’ЕисНа, соманиия 
ап еззу пио4исНоп {10 тофеги зеотену", РабИп 1900. 


мальный 
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учебник „Элементы плоской геомет- 
рии" *). По существу это просто несколько выравненная 


и сглаженная обработка первых шести книг „Начал“ 
Евклида. Так, например, там устранены те шероховатости 
в начале первой книги, на которые мы жаловались, именно 


не менее она встретила резкое противодействие со сто- 
роны приверженцев старой евклидовой системы. В виде 
иллюстрации предлагаю вашему вниманию во всяком 
случае довольно забавно написанную книжку Додгсона 
(РоЧезоп): „Евклид и его современные соперники“ ?). 
Здесь автор затевает с Ассоциацией судебную тяжбу 
в буквальном смысле слова; он выводит на сцену не 
более и не менее как адского судью Миноса, перед кото- 
рым выступают с защитительными рычагами ` Евклид 
и его современные соперники, т. е. составители новей- 
ших учебников, с Лежандром (Гевепаге) на первом месте. 
Но одному только Евклиду удается при этом ловко па-- 
рировать удары, тогда как все прочие, и в особенности 
улучшатели Евклида из ассоциации, скоро исчерпывают 
все свон аргументы. 

Я не могу вдаваться здесь в детали и хотел бы только 
отметить одно обстоятельство, имеющее более общее зна- 
чение и встречающееся также и в литературе других стран. 
А именно, очень многие из тех, кто пишет по вопросам 
преподавания, знакомы почти исключительно со школь- 
ной литературой своей собственной страны и не 
имеют никакого понятия ни о параллельных стремлениях 
в других странах, ни 0б успехах чистой науки 
в соответственных областях, т. е. в данном случае по 
основам геометрии. Это отлично видно у Додгсона, кото- 
рый упоминает искл ючительно, если не считать Лежанд- 
ра, стоящего у него особняком, только английских ав- 
торов учебной литературы и совершенно не принимает во 


т)Р. 1.2. Гоп4оп 1884, 1888. 
*) „ЕисНА ап №5 шодег пуа!5“, 2-е изд, Боп4оп 1885. 
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называемого лабораторного метода. При этом ме- 
тоде начинают с того, что изучают вещи в их практи- 
ческом применении), например чертят и измеряют 
кривые на миллиметровой бумаге, учатся пользоваться 
планнметром и т. д. О логических выводах и доказатель- 
ствах не говорится вовсе или, во всяком случае, их ото. 
двигают на самый задний план. В центре внимания стоит 
только практическое уменье. Мы имеем здесь 
перед собор Собственно говоря, Наибольшую ‘противопо-) 
ложность, какую только можно представить себе, методу 
Евклида. Эти устремления полностью отразились в учеб- 
нике Гаррисона „Пракическая геометрия на 
плоскости и в пространстве для учащихся 
в начальных школах“ *), который действительно 
начинается с описания всего того, что требуется для черче- 
ния: чертежная бумага, чертежная доска, игла для отметки 
точек, карандаш ит. д. Затем даются практические указа- 
ния, относящиеся к черчению; говорится о том, как про- 
веряют прямолинейность линейки, правильность прямого 
угла, и таким образом, так сказать, чисто эмпирическим 
путем развивается учение о простейших плоских простран- 
ственных образах, постоянно предпосылая действительное 
выполнение чертежей и опираясь на живую интуицию. 
Несколько дальше этой совершенно элементарной книжки 
идет „Практическая геометрия на плоскости 
ив пространстве для учащихся старших 
классов, включая графическую статику“ Гар- 
рисона и Баксандаля*), которая таким же эмпири- 
ческим методом доводит вплоть до начертательной гео- 
метрии и до методов графических расчетов. Указания 
на дальнейшую литературу вы найдете в очень интересном 
отчете Роберта Фрикке „О стремленнях к реорга- 
низации начального преподавания матема- 
тики в Англии3), в котором подробно описывается 
движенне Перри. Очень интересны также сообщения о тех 
— 1 Наг!з 00, РгасНса! р!пе ап@ зоН@ зеошейу Гог е1ететагу 
зиет{$, Гоп4оп 1903. 

*) Нагг!з оп апа Вахап4а!1, РгасНса! р!апе ап@ $014 веотеху 
{ог адуапсей з4еп!$ пса те’ старые ${ас$, Гоп@оп 1903. . 

3) КоБегЕ Рг;ске, Обег КеограпваНопзБезнеБипиеп 4ез та{е- 


мябзспеп Ветегиаги ег св $ т БиоапЧ (ЗабтезБенсйе дег Ченспеп 
МапетайКог. Усгонизипе, Ва. 13, стр. 288 и ся. 1904. 


внимание успехов научных исследований по вопросам 
обоснования геометрии. Такое явление приходится часто 
наблюдать; сравнительные обзоры преподавания у `раз- 
личных наций, подобные тому, какой мы здесь даем 
распространены еще далеко недостаточно. : 
Несравненно ббльший успех, чем описанное движение 
Ассоциации, имело другое движение в пол ьзу ре- 
формы, носившее, можно сказать, прямо-таки револю- 
ционный характер и связанное с именем Перри. Джон 
Перри (Топ Регу) был инженером и преподавал в од- 
ном из самых больших технических институтов в Лон- 
доне. Он положил начало мощному движению, которое са- 
мым энергичным образом восстало против односторонней 
логической тренировки путем изучения Евклида и желало 
заменить ее преподаванием, базирующимся исключительно 
а наглядных представлениях, которые должны прежде 
всего привести учащегося к полному овладению матема- 
ее техникой (таетайзсне ЕхекиНуе). Перри из- 
вестен больше всего как составитель учебников, имеющих 
целью помочь инженерным кругам практичес- 
ки овладеть исчислением бесконечно малых 
Здесь следует назвать в особенности его Сасшиз Юг 
епапеегз“ („Исчисление для инженеров“) (Гоп4оп 3 га 
е4., 1899), переведенное на немецкий язык Фрике и’ Зюх- 
тингом под названием „Высший анализ для инженеров“ 1) 
Наряду с этим следует упомянуть также характерную 
для тенденций Перри небольшую книжку „РгасНса! та- 
Чета сз (Гоп4оп 1899) *), которая составилась из лекций 
для рабочей аудитории и пытается в очень искусной и 
увлекательной форме сделать доступными для широкой 
публики идеи системы координат, функции и т. д., по- 
стоянно пользуясь практическими примерами. __ 
Все это, собственно, не есть геометрия, но под влия- 
нием Перри была сделана попытка реформировать пре- 
подавание также н в этой области путем введения так 


1) К. Риске ила ВР. асе т б 15 Ш } 

: а Г. 8, Нонеге Апа1у515 Гаг прешецго 
О и - [Существует русский ди Дж. Пе а 
Е В о, перевели Акулов н Башин- 


*) [Тоже существует русскь 
тй перево, 
„Практическая матемя ка еревод (Лермантова) под название 
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дискуссиях, которые вызвал Перри на съездах бри- 
т Е кой ассоциацин — английского учреждения, по- 
а а немецкому „МашиотзсНегуегзатит!ите“ 
испытателей) —в Глазго и в Иоган- 
несбурге (1901 и 1905), и которыми он достиг широ- 

_ кого воздействия на преподавание в Англии 1). . 
а тю эти тенденции Перри несомненно очень 
дходящими для начальных школ второй 
‚ ступени (РопЬИациаззспшеп) и для низших и сред- 
Е профессиональных школ, которые должны го- 
овить практически квалифицированных ремесленников 
и младших техников. Но для средних школ исключи- 


ств 
| твенное движению Перри, представляется мне недо- 


и, р доказательства тоже не 
1 
а Ом повидимому, действительно 
ое д давлением движения Перри экзаме- 
нные власти в Оксфорде и Кембридже, как это 
Видно из новых экзаменационных правил ?). В соответ- 
р с ними написан новый учебник Годфрея и Сиддонса 
Е РИ. теоретическая элементар- 
ны етрия" 3) (1904), который по сравнению с „На- 
.. ссоциации является значательным шагом вперед 
ое учебник с введения, основы вающего- 
=. — а инту иции („ехрейтегиа! реошену“), для первой 
упени представляющего собой геометрическую пропе- 


1) Реггу, П15сиз$оп оп Не # 1 
а $ е {еасппи оГ таетайсз, [опдоп 1902. 
ры м ЗопапиезБигя. оп Че Чеасвир о! е!етеп(агу тесвап!с$, 
2) Ср., например, „КершаНопз оЁ {8 
) Ср. ‚„ е Ох!ог@ апа г 
Ноа Боаг4 10г Ше уеаг 1904“, где на стр. 37 и 
ые разделы, относящиеся к „РгасИса| Сеопегу“. я 


3) Сбоа{Ё те р] 1 
ПЕ аа а Чопз Еетешщагу пеотеёу ргасНса! апа 
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девтику, подобную той, какая у нас применяется всюду 
уже с давних пор, но которой в Англии раньше почти 
не знали. Затем идет логическое построениегео- 
метрии, которое по материалу и по форме, конечно, 
то же сильно напоминает Ёвклида, но в подходящих 
случаях проникнуто также и новыми идеями, например, 
понятие о площади фигуры впервые выводится 
так, что фигуру вычерчивают на миллиметровке и 
снитают число охватываемых ею квадратиков. Эта книга, 
свидетельствующая о начавшемся, наконец, медленном 
модернизировании английского преподавания, сразу же 
получила невероятнсе распространение, как и вообще 
на английском книжном рынке при гигантском спросе 
английской колониальной империи приходится иметь 
дело с совершенно другими цифрами, чем у нас в Гер- 
мании, 

Обшему консервативному характеру английского 
школьного дела не противоречит то, что отдельные ав- 
торы развивают крайне свободные и интересные взгляды 
на преподавание, не желая и не имея возможности вместе 
с тем ввести непосредственно в жизнь какое-либо изме- 
нение организационного характера. В качестве примера 
я назову книгу Бранфорда „Этюд о' математичес- 
ком воспитании, включая обучение арифмети- 
ки" (1908) 1). Она содержит очень интересные исследова- 
ния по вопросу о психологических условиях препода- 
вания и с особенным вниманием относится К параллелиз- 
му, имеющему место между историей развития ребенка 
и историей человеческого рода; при этом математическое 
понимание ребенка, к которому должно обращаться пер- 
воначальное обучение, ставится в параллель с математи- 
кой диких племен. 

Наряду с этим я назову еще книжку Юнгов, „Пер- 
вая книжка по геометрии“ °), изданную по-немецки 


1) Вгапа!ога, А зи4у оф тафетайса) еЧисаноп шешате Фе 
{еасштр оЁ анте! с. Охюга 1908, 

(Немецкий перевод К. Зей!штак ипа И. 
Терия 1913.) 

2) С. апа У. Н. Уоцпь, Те #134 БооК оЁ реотейу, Топ4оп 1905. 
[Имеется перевод Грация, Ч. Юнг и у. Г. Юнг „Первая книжка 
по геометрии“, Москва 1911.] 


Ме! п тегсй, 
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Б 
ернштейнам и под названием „Маленький геометр“ 1). 
Е оригинального 
ее понимания у ребенка, и 
У же в область трехме 
`ранственного созерцания. Р ее 
. Руководящая идея за 
в том, что природная пр ДО 
И остранственная инту 
на поневоле захиреть, есл ар. 
‘сли с самого на 
ЕЕ ‚ чала приучать ре- 
исключительно на двумерной 
рной бумаге ит 
искусственно ограничивать плоскостью о ан 


Эта книга претендует на указание нового, 


а а с самого начала применяется 
которым и о бривовнть па я та о 
можные пространственные и плоские фигуры, Получают 
тем не менее 
о отически удовлетворительные, докительсты, 
возникает новый интересный слособ пост а: а 
ры полного ВНИМЗНИЯ Ра при рые 
и аи на этом положение дел в Англии и обратимся 


И, ПРЕПОДАВАНИЕ ВО ФРАНЦИИ 


т Е м представляет 
образное влияние также и на’ п 
т а преподавание в Германин. 
ину, принципиально от - 

ную от той, какую мы видели в Англии. В Ня ка 
англичане строго консервативно де жат о 
учреждения, француз любит новое и ее ат 
его не путем постепенного преобразо Я ое 
р азования старого, а в 
мы О о оь, которая скорее даже яв- 
и . Организация преподавания здесь 
Е п во Франции мы имеем дело не 
в. т 8 ацией экзамена в Форме 
Е ин при поступлении в высшие школы 
парижские, но и вообще со строго цент. 


али 
р зованной организацией всего преподавания, 


1) $. ипа ог | 1 
ОВ. Е. Вегпз{е! п, Оег Мете Сеоте{ег, Шара. пп Вент 


ПРЕПОДАВАНИЕ: ВО ФРАНЦИИ 361 


Высшая власть — так называемый „Совет по делам выс- 
щего образования“ („Сопзей ап гисНоп зирёнеиге“), в со- 
став которого, кстати, всегда входили также первоклас- 
сные ученые математики, — является полным хозяином 
и имеет возможность предписывать по своему усмотре- 
нию и как угодно часто самые радикальные реформы 
и изменения. Такие реформы должны в таких случаях 
сразу же быть проведены во всей стране, и уже дело 
учителей суметь к ним приспособиться. С 


индивидуаль- 
отдельного учителя, к которой мы 
в Германии привыкли в высокой степени, во Франции 
считаются гораздо меньше. Здесь было бы вполне 
правильным употребить выражение: „система революции 
сверху“. - 

Что касается специального преподавания геометрии, то 
его модернизация, т. е. освобождение от строгого сле- 
дования Евклиду, началась во Франции уже очень рано, 
примерно около 1550 г. Она была только одним из про- 
явлений разыгравшейся в то время великой борьбы нового 
гуманизма ‘против старой схоластики. Как раз тогда Петр 
Рамус (Решиз Катиз), занимавший выдающееся положение 
среди представителей новых идей не только в математике, 
но и в других областях, написал учебник математики 
(„Агитенсае НБи 2, веотесае ИИ 27°) *). 

В нем уже совершенно покинуты как форма, так и мате- 
риал Евклида; в противоположность последнему для Ра- 
муса, как он сам говорит для характеристики своего 
учебника в начале первой книги, „геометрия является 
искусством хорошо измерять“ („агз Бепе тейеп@1“). Сооб- 
разно с этим практические интересы всюду стоят 
у него на первом месте. Он начинает с объяснения того, 
как надо производить простые геодезические измерения, 
описывает инструменты н поясняет все это на многочис- 
ленных интересных рисунках. И лишь на втором месте 
даются у него также и логические дедукции, но ни в коем 
случае не как самоцель, а только лишь как средство для 
вывода новых геометрических теорем, которых нельзя 
получить непосредственно из наблюдения, но которые 
тем не менее полезны для приложений; при этом, конечно, 


ной свободой 


1) Вазе! 1580. 
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оттеснение дедукции Р 

к и у Рамуса не заходит настолько 
Такая трактовка геометрии практиковалась во Франции 
очень долго. Приблизительно через 200 лет после Рамуса 
а знаменитые „Элементы геометрии" Клеро 1). 
о ин который известен как выдаю- 
атель; вообще по отношению к Франции 
в противоположность Германии и Англии можно сделать 
то наблюдение, что выдающиеся математики из высшей 
школы всегда с интересом принимают участие в работах 
по вопросам преподавания. Сочинение Клеро выделяется 
р прекрасным стилем. Вообще французы в высокой 
на искусством плавного, удобочитаемого 
т даже трудных отвлеченных вещей, которое 
редставляет самую резкую противоположность однооб- 
разной „евклидовой“ манере изложения с ее шаблонной 
расчлененностью. Такие книги читаются, „как роман“, и 
тем опровергают самым решительным образом старый 
взгляд, будто хорошие научные книги обязательно должны 
быть написаны скучно. Что же касается содержания 
р о исходит исключительно из практических 
а а и затем весьма постепенно 
р я в круг общих идей, причем строго логи- 
омент несколько стушевывается. В своем очень 
интересном предисловии Клеро объясняет, почему он вы- 
а такой порядок изложения: люди вообще. получили 
ет к созданию геометрической науки как раз от прак- 
ских задач землемерия, поэтому и теперь еще легче 
т еОВАТЬ всякого геометрией, если начинать с этих 
Я ь нЕ абстрактного построения, состоящего из 
р рем, внутренний смысл которого никто не 
тоянии так быстро схватить. Клеро следует здесь 
и тенденции сделать свой труд доступным также 
О кругов, а не только’ для специали- 
Иа ы тому факту, что тогда математика счи- 
а о мой частью общего образования правящих 
а в несравнимо большей степени, чем в на- 


1) С!а; 1 а обоше 
то а}гаиь [16теп($ Че воте ше, 1741; МопуеЦе в4оп, РаН$ 


+ 
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Новая эпоха в постановке преподавания 
наступила в конце столетия в результате великих пере- 
воротов, вызванных французской революцией 
1789 г. 

Если до этого времени речь всегда шла, главным 
образом, лишь об образовании высших сословий, в част- 
ности о подготовке к военной карьере, то т4перь на пер- 
вый план выступают новые социальные слои буржуазии, 
и перед преподаванием ставятся новые цели, и в него 
вводятся новые методы. Здесь я должен выделить два 
направления в эволюции преподавания геометрии, связан- 
ные с двумя высшими школами, основанными тогда 
в Париже, — с „Политехнической школой“ („Есое Ро\у- 
{еспаице“) и с „Высшей нормальной школой“ („Есое 
Могта!е бирёеиге“). Первая из них, отвечая потребностям 
получившей тогда новый подъем техники, должна была 
готовить гражданских и военных инженеров, а вторая — 
учителей для старших классов. В Политехнической школе 
наибсльшим влиянием пользовался знаменитый Монж 
(Мопёе). Он создал там ту постановку преподавания гео- 
метрии, которая еще и теперь существует в высших тех- 
нических школах и подобных им институтах; сюда отно- 
сятся прежде всего обширные курсы начертательной и 
аналитической геометрии. Существенным новшеством по 
сравнению с прежней постановкой преподавания является 
то, что теперь преуспевают не только немногие особенно 
интересующиеся слушатели, но благодаря целесообразной 
организации большое число студентов одновременно 
плодотворно выполняют каждый свою работу. На сов- 
ременников Монжа произвело особенно сильное впечат- 
ление, когда он в первый раз вел практические занятия, 
при которых до 70 человек одновременно работало над 
своими чертежными досками. 

А в Нормальной школе в это время работал Лежандр 
оказавший своими знаменитыми „Началами геомет- 
рии“ („Е]етеп 4е вготёне“), впервые появившимися 
в 1794 г., на долгое время решающее влияние на препо- 
давание геометрии; я могу показать вам 4-е издание этой 


книги 1). 


1) Райз 1802. 


с 65 
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Эта книга приобрела наибольшее, после „Начал“ Евк- 
лида, распространение из всех учебников элементарной 
геометрии, причем замечательно то, что, как я уже ука- 
зывал, это относится не только к Францни, где ее пере- 

[ножка снова и снова в течение всего ХХ столетия, 


4) Для большей конкретности представляется и 
интересным сопоставить трактовку о т 
ых чисел у обоих ен С 
тся, как мы знаем, , 

О понятия иррационального ие т 
005’а или отношения двух несоизмеримых вели и 
юй аналогии с современной теорией т на 
нисла. В дальнейшем своем изложении вклид ти 
собенно тщательно проводит а 
з которые по самой природе в р 

числа, со строгостью, удовлетворяющее 
ее вни нашим требованиям (доказательства Е 
исчерпывания!). Лежандр же бегло скользит и и 
этих пунктов. Числа, как рациональные, ее и 
нальные, он считает известными из арифмет =. 
рой тогда тоже не слишком много ломали с _ 
над их строгим обоснованием. Доказательств по а 
исчерпывания и подобных вещей он не знает; рее 
ставляется совершенно о 
‘ ложение, справедливое д: : 
оо также и вслучае чисел а 
ных. Впрочем, и в этом отношении Лежандр сх [ о 
всеми другими великими математиками его р и 
В прошлом семестре я как раз приводил ее м 
такой точки зрения ‘из „Геории аналитических фу 

т 

арх на такое вольное ее с и 
строгостью в деталях, Лежандр никоим о а и 
сится равнодушно к принципиальным Е а 
об основаниях геометрии; в этом и о 
тивоположность своим предшественникам во г ее 
только воспринимает с полным интересом и 
дицию, но даже развивает ее дальше, вводя сущ 


новые идеи. 


но и к другим странам. В частности, в Америке и Италии 
она долгое время занимала главное положение. — у 

По сравнению с Клеро или, тем более, с Рамусом книга 
Лежандра означает большой шаг назадкЕвклиду. 
Ее главной целью снова является установление замкнутой 
абстрактной системы элементарной геометрии. Но; с дру- 
гой стороны, имеются и существенные отличия по 
сравнению с Евклидом, которые я теперь изложу 
более подробным образом, имея в виду великое истори- 
ческое значение Лежандра. 

1) Что касается стиля изложения, то у Лежандра 
мы имеем связный, удобочитаемый текст; по 
своей внешней форме он гораздо ближе к изложению 
Клеро, которое я выше восхвалял, чем к манере писания 
Евклида, расчлененной, я готов почти сказать — изрублен- 
ной, и утомительной своим однообразием. 

2} Относительно соде ржания самым существенным 
является то, что Лежандр в противоположность Евклиду 
сознательно пользуется в геометрии элементар- 
ной арифметикой своего времени; такны образом 
он является сторонником — употребим это слово — слия- 
ния (Риз!оп) арифметики и геометрии и даже 
охватывает в этом слиянии также и тригономет рию, 
которую он тоже излагает в своей книге. 

3) Принципиальная установка Лежандра срав- 
нительно с евклидовой несколько смещена от ло- 
гической стороны к интуитивной, Евклид — как 
Яя уже достаточно часто отмечал — все свое внимание 
направляет на систему логических выводов, которую он 


стремится, во всяком случае, сохранить свободною от при- 
меси интуитивных элементов; все факты интуиции, какие 
он считает нужным использовать, он предпосылает со- 
бранными в виде своих аксиом ит. д. В противополож- 
ность этому Лежандр не боится употреблять при случае 
интуитивные соображения также и в процессе дедуктив- 
пого доказательства геометрической теоремы. 


Особенное внимание он уделяет теории а 
лей, и на этом я остановлюсь несколько По Е 
Здесь я имею в виду первые издания книги /1е ты 
так как в позднейших обработках как раз в этом 
шении внесены большие изменения. 


1) Ср. т. Ъ стр. 230 [241] [доказательство теоремы о биноме], 
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Исхожу из такого замечания: мы охарактеризовали 
выше евклидову и обе неевклидовы геометрии тем, что 
число прямых, проходящих через данную точку парал- 
лельно данной прямой, равно единице, либо нулю, лнбо 
двум. Но вместо этого можно также рассматривать сумму 
углов любого прямолинейного треугольника, 
что дает такое, как можно доказать, вполне равносильное 
предыдущему различение: В случае евклидовой 
геометрии эта сумма равна т, в неевклидовой 
геометрии первого рода (гиперболической) 
она всегда меньше пи в геометрии второго 
рода (эллиптической) она постоянно бывает 
больше х. И вот Лежандр желает доказать, что обе 
последние возможности исключаются. Но доказать это — 
все равно, что доказать евклидову аксиому о параллелях: 
поэтому Лежандр может достичь своей цели только заим- 
ствуя у интуиции некоторые простые принципы, неявно 
включающие аксиому параллелей, и все его искусство 
сводится к выбору в качестве этих принципов настолько 
правдоподобных положений, что ни читатель, ни даже, 
несомненно, сам автор не замечают того, что речь идет 
фактически о новых ограничительных предположениях 
(постулатах). 

Что касается прежде всего невозможности эллипти- 
ческой геометрии, т. е. того, чтобы сумма углов 
была больше т, то в основе весьма примечательного до- 
казательства Лежандра“лежит молчаливое допущение 
того, что длина прямой бесконечна. Конечно, 
это — крайне правдоподобное допущение, и в его спра- 
ведливости не сомневались ни Лежандр, ни кто-либо из 
его читателей, да и все последующие геометры, предше- 
ствовавшие Риману, считали его самоочевидным. И все 
же эллиптическая геометрия показывает, что со всеми 
прочими аксиомами совместимо также допущение конеч- 
ной длины у прямой, если только принять, что она не- 
ограниченна и, следовательно, сама собой замыкается. 
Необходимо поэтому отдавать себе ясный отчет в том, 
что вместе с бесконечной длиной прямой вводится новый, 
решающего значения факт интуиции. 

Чтобы таким же образом исключить возможность 
гиперболической геометрии, Лежандр снова 
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не оговаривая этого особо, одним проены 
интуитивным фактором, в котором никогда не ее 
ничей рассудок, еще, так сказать, не испорченны и 
тиями геометрией: если Р представляет к г 
либо точку внутри угла двух мо и 
то всегда возможно провести через п 
которая пересекала бы как &, таки ея 
При помощи этого предположения Лежавдру уд т 
доказать безупречным образом, что сумма углов в тр 


ьользуется, 


И] 
| 
| 

1 
| 
1 


Рис. 143. 


Рис. 142. 


угольнике никогда не может быть также и меньше е 
Так что остается в конце концов возможной одна толь 
ова геометрия. 
теперь я ая выяснить, почему этот о 
тривиальный факт не имеет места в жи 
довой геометрии первого рода; тогда толь а 
сможем вполнё понять, почему Лежандру удается, по г 
этим фактом, исключить названную геометрию. А 
исходить в точности из нашего прежнего изложения. е 
Пусть а, В— два луча ‚гиперболической тет 
исходящие из точки О, которая, конечно, долж кр 
жать где-нибудь внутри основного конического и 
Ф-=0 (рис. 143). Тогда всеми парзллелями по отн т 
к а являются лучи, проходящие через точку ме а 
луча х с этим коническим сечением (т. е. через ры кк 
удаленную точку луча а), поскольку они проходят у 
последнего; подобным же образом обстоит с пар ы 
к В. Поэтому существует прямая т, параллельная Ре 
отношению к лучу о, так и к В, а именно прямая, 
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няющая точки пересечения а и В с коническим сечением 
Ф -=0. В евклидовой геометрии это, конечно, не может 
иметь места. Если теперь взять точку Р между « и В, 
но вне треугольника, ограниченного прямыми а, В, 1 
(и внутри нашего конического сечения), то для нее лежан- 
дрово допущение не имеет более места: ведь всякая пря- 
мая, проходящая черезь Р пересечет только один из 
лучей о, В внутри конического сечения, а другой луч она 
встретит вне последнего, т. е. в смысле нашей геометрии 
вовсе его не встретит. Но это как раз яи хотел здесь 
показать. 

Оставим после этого отступления Лежандра и посмо- 
трим, какими путями пошло после него дальнейшее 
развитие преподавания геометрии во Фран- 
ции. Замечательно то, что организация школьного дела 
во Францин в течение ХХ столетия изменилась очень 
мало. Как и вообще во всех культурных областях учре- 
ждения, созданные при Наполеоне Т, сохранялись без 
изменений в течение долгого времени среди всех смен 
политического режима, так и в преподавании геометрии 
все еще почти неограниченно господствует Лежандр, если 
не считать того, что в постоянно возобновляемых новых 
изданиях 1) происходит известная фильтрация содержа- 
ния в сторону ограничения прикладных момен- 
тов, имевшихся еще у Лежандра. А именно, если даже 
у самого Лежандра искусство геометрического измерения 
и не занимает такого выдающегося положения, как у Клеро 
или тем более у Петра Рамуса, то он не обнаруживает 
и того пренебрежительного отношения к этому искусству, 
какое стало обычным впоследствии; в то же время Ле- 
жандр проявляет очень живой интерес к технике решения 
математических задач, к числовым выкладкам. Но все 
относящееся сюда все в большей и большей степени опус- 
калось в позднейших изданиях; в частности, совершенно вы- 
пала глава, посвященная тригонометрии, которую Лежанрд 
особенно тесно увязывал с упомянутыми приложениями. 
В качестве характерного примера можно назвать так назы- 
ваемую лежандровую теоремуиз сферической три- 


1) Здесь у меня в руках 33-е издание в обработке Бланше (А. В!ап- 
спе), вышедшее в 1893 г. 
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гонометрии. Если имеется на поверхности шара сферический 
греугольник со сторонами а, 8, с и с углами а, В, (рис. 144) 
то так называемый сферический избыток а + В- 
+1—т=А, как известно, имеет всегда положительную 
величину. Если стороны не слишком 

велики по сравнению с радиусом шара, 

че превосходя, например, на земной 

поверхности 100 км, то можно с 5 
достаточной для всех прак- 
тических целей точностью 
заменить сферический тре- 
угольник плоским о 


Рис. 144. 
чиком с углами #— 5, В—5, 


“—. 


[8 
— <. Эту красивую теорему, которая, действительно, 


паходит большое применение в геодезической практике, 
Лежандр доказывает весьма просто, ограничиваясь в фор- 
мулах сферической геометрии одними только первыми 
членами рядов, выражающих тригонометрические функции. 
Но в более поздних изданиях книги Лежандра вы напрасно 
стали бы искать эту теорему. 

Наряду с продолжающимися переизданиями Лежандра 
тоявляется еще и другая тенденция, характеризуемая 
обширным „Трактатом по геометрии“ Рушеи 
Комберускса '). 

Во Франции преподавание математики, предшествующее 
занятиям в высшей школе, поставлено гораздо шире, 
чем у нас. Переход к высшей школе осуществляется 
двухлетним курсом в так называемых „классах специаль- 
ной математики“ („С!аззез Че ша 6таНаиез зрёс!а!ез“), 
в течение которого на математику отволится не менее 
16 недельных часов; этот курс дает всякому, кому позже 
придется пользоваться математикой, широкое соответ- 
ствующее образование. Такая постановка дела вызвала 
потребность ввести в учебники элементарной геометрии 
массу нового материала, что и осуществлено типич- 


1) КонсНнё её 4с СотЬбгои$зе, ТгаНё 4е вбошеёше, р. 1, 2, 
‘-е изя. Париж 1891. [Не смешивать с бодее элементарным учебником | 
тех же авторов „Е!бтеп{з Че рвопкище“, переведенным на русский 
язык.] 
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ным образом в трактате Руше-Комберусса, пользующемся 
очень большим распространением; в своих многочисленных 
дополнительных статьях (,Мо{ез“) он знакомит учащегося 
с неевклидовой геометрией, с геометрией треугольника, 
с геометрией тетраэдра, с учением о важнейших кривых 


и поверхностях и со многим другим. 


Теперь я перехожу к новому движению в пользу 
которое 
и совершенно 
сходно с нашими немецкими стремлениями к реформе. 
Это движение тоже можно поставить в связь со сдвигамй, 
происшедшими во всей картине культурной жизни рас- 
сматриваемой эпохи. Невероятный подъем торговли и 
сношений, техники и промышленностн пробуждают во 
все более и более широких слоях населения настоятель- 
ную потребность приобщения ко всем культурным за- 
воеваниям, потребность приобретения знаний во всех 
областях, среди которых математика занимает далеко не 
последнее место; при этом, конечно, руководящим мотивом 
являются не теоретические интересы, а стремление при- 


реформы преподавания математики, 
началось во Франции около 1900 г. 


обрести полезные знания, непосредственно применимые 


на практике. Но руководителей этого движения ни в коем 
случае нельзя упрекнуть в плоско утилитарном характере 
мотивов их деятельности, так как они преследуют высокую 
цель — поднятие общей профессиональной квалификации. 


Характерным для французских условий является то, что 
эту реформу там начали с обсуждения в палате депутатов 
в Париже; выбранная палатой комиссия, связавшись 
с большим числом общественных корпораций, представила 
подробный доклад о реформе преподавания в средней 
школе вообще, причем преподавание математики фигу- 
рирует лишь как одно из важных звеньев длинной цепи. 
Главными моментами в этой реформе являются, с одной 
стороны, упрощение и большая наглядность 
преподавания, ас другой, — перенесение в курс 
средней школы ряда вопросов, которые с дав- 
них пор считались принадлежностью высшей 
математики и которые не только вполне доступны, 
но и имеют прежде всего величайшее значезие для со- 
временной культуры, в особенности для ест: ствознания 
`и техники. Я имею в виду понятие о фувкции, ме- 


ПРЕПОДАВАНИЕ ВО ФРАНЦИИ 371 
оды графических изображений и начала 
счисления бесконечно малых. Этим самым хотят 
остигнуть, в частности, гораздо более тесной увязки 
рифметики с геометрией, чем какою представляли ее 
ебе когда-либо раньше; это высшая степень фузионизма 
самом широком смысле слова. Эта реформа была из- 
ожена в учебном плане 1902 г. 1) и сразу же 
повсюду проведена в жизнь. В этом единообразии меро- 
риятий проявилось действие `вышеупомянутой широкой 
ентрализации во Франции также и управления школами, 
лагодаря которой для осуществления такой обширной 
еформы требуется только соответствующее распоряжение 
ысшей власти, весь ход развития этой реформы под- 
обно изложен в изданных Шиммаком (ЗсВнитаКк) моих 
екциях о преподавании математики в средней школе“ ?), 
оторые я рекомендую вашему вниманию; там вы найдете 
ного подробных данных, относящихся к организации и 
азвитию преподавания математики вообще, которые 
ополняют и развивают то, что здесь я сообщаю спе- 
нально по отношению к геометрии. Что касается новых 
рранцузских учебных планов, то здесь подчеркну еще 
а3 лишь то, что в них старая элементарная геометрия 
, евклидовом понимании очень сильно отступает назад 
еред лицом современных новых идей. Вы найдете под- 
верждение этому, если присмотритесь к одному из важ- 
ейших учебников геометрии, примыкающих к новым 
чебным планам, а именно к „Геометрии“ Бореля (Воге!) 3). 
то очень интересная книга, в которой материал распо- 
ожен простым и естественным образом и, с другой 
тороны, весьма много места отведено вопросам практики. 


Рай 1905. Немецкая переработка принадлежит 
издана под названием „Еешег(е дег Мане- 


реподавания 


” 24* 
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Замечательно то, что в противовес и одновременн ы 
с этим теперь среди французских преподавателей сновведению всех необходимых в НИ в Ра 
пробуждается интерес также и к-вполне логически разных процессов и при этом О о ров 
работанной учебной системе элементарной геометрийвадобности современным понятием о числе и арифметики 
в духе идеалов Евклида. Тут в особенности я долже\ формулировке, хотя он и не идет В СЛ р и 
назвать вам одну весьма выдающуюся книгу „Новыди аналитической геометрии так же далеко, 
начала геометрии“ Ш. Мерэ (Сп. Мёгау) в Дижоне это мы. 
которая хотя й. появилась еще в 1874 г., но только в по] Влияние точки зрения Мерэ и. р Я 
следние годы *) привлекла к себе внимание более широки] временных французских учебниках. !ак, и Бореля; 
кругов. В своих доказательствах Мерэ не пользуется н/ния“играет выдающуюся роль в`упомянуто Пани 
одним интуитивным фактом, которого он перед этим нфз еще большей мере это видим в т. Ее = 
формулировал бы в виде аксиомы; таким образом о]геометрии“ ‘К. Бурле (С. ВоиПей }, т поле 

азвивает полную систему аксиом геометриночень распространенных учебников; здесь = АУ НЕНЯВ 
Но при этом Мерэ идет навстречу требованиям действи]отчетливым образом говорится © груп! ие 
тельного преподавания в гораздо большей степени, чеми о геометрических величинах как ее инвариви Вы 
строгие приверженцы Евклида, поскольку он не стр? На этом мы расстанемся с Францией р 
мится свести систему аксиом к возможно меньшему числ]к Италии. 
взаимно независимых предложений и по существу фор 
мулирует их лишь тогда, когда в них действительнс 
оказывается надобность. Но особенно характерно дл 
Мерэ то, что он проводит слияние планиметри 
со стереомет рией настолько полно, насколько эт‘ 
только возможно, и, кроме того, в противоположность 
Евклиду всюду выдвигает иа первое место попятие 
группы движений и на нем последовательно базирует 
все свое построение геометрин. Получается. построение, 
совершенно сходное с тем, какое мы недавно наметили: 
сдвиги и вращения с самого начала вводятся одни наряду 
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Здесь мы видим тоже крайне своеобразный ход р 
тия, характеризующийся совершенно иными м 
те, какие мы наблюдали в Англии и во Франции, =. 
ное выражение его можно поставить в параллель р г 
что только с Мерэ. Я займусь только сов раме я 1 
Италией, начиная примерно с 1860 г. Наиболь 
шее влияние на единообразную реформу преподавания 
математики в этом новообразованном объелиненном т 
дарстве имел Л. Кремона (Г. Стетопа), тот мене 
с другими; первые доставляют понятие параллельности,| моча, который известен всем вам своим АА 
а вторые —так как с самого начала рассматривается] в развитии современной геометрии; ведь ен ам 
пространство трех измерений — приводят к понятию пер-| нователем самостоятельного алге а а. 
пендикулярности оси вращения по отношению к плос-| геометрического исследования ь рн 
костям, в которых лежат траектории (круги) каждой| шего столь замечательные результаты. . с и 
точки, Жел ‚тельно, чтобы вы сами познакомились с весьма| с этой своей научной деятельностью емо р 
интересным точным осуществлением этого построения] длительное влияние на преподавание в ыы ее 
у Мерэ. Упомяну еще здесь лишь о том, что Мерэ по-] школах, выдвинув на первое место и 
стоянно придает особенное значение точному про-| ную геометрию в связи с начерт а 
ом геометрией и графической статикой, р. 
во всем мире инженеры употребляют выражение ей 
{ер!апв Кремоны, и если даже оно исторически и 


*} „Монуеаих шения Че вбопьё те“; МопуеЦе в@юп, Обоп 1908; 
3 сЧНюп 1906. 


2) ыы читателю, что настояшне лекции Кдейн читал летом 
1908 г. 


Э) „Е\@леи{$ 4е рвом ше“, Райз 1908. 
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‚ может быть оправдано, то все 
о большом влиянии Кремоны 
Замечательно, что на п 
тот же Кремона повлиял в 
ты ее „Записке“ 1867 г 
вклида, сли и не : 
по крайней мере в м 
качестве обра 
Е 
а преподавания гео 
т а Е и выбора материала, а также, глав 
ь мысле идеала строго логического, замк 
) 


нутого в себе по 

строения геомет 

здесь Кремона настаивает в о Е 
ской сгороне, 


реподавание в средней школ 


он рекомендуе 
обязательное, 
ца для всег 
етрии в отно 


тогда как в его собственной непосред 
г 


т ступают прежде всег 
О даже понять, что 
звеном между этим 

и 

столь взаимно противоречивыми целе- 


ризыв Кремоны 1867 г. 


т родную почв 
ны янскими математиками началось форм х 
ие в деле замены Евкли и 


ые пол 
р ностью сохраняли бы как его материал таки всю 
, 


а ко осуществляли бы последнюю 
а чающим теперешним уточненным 
а ла терно то, что в этой работе принимает 
в Е и во Франции, ряд крупных 
И агодаря чему появляется немало 
ее и ном отношении работ, в педагогическом 
ит а да, стоящих не столь же высоко. . Очень 
а и о важнейших событиях этого дв 

л Лицман (\. [Четапп) 2). В АЛЕВВАЕЕЫ я 


1) Ср. в этом отно 
бы "а шенин, например, Сгетопа, 
ни НЫ а и уоп аа 
цво ЧеИ ТазНшЫ ЧесшсЕ 441 терпо 4 Я ак 8 


а у : } 
м зский перевод ОелушГа (Раз г. и ТИ Еее ская 


„Оле Стип4ареп ег Сеотец е ип егсще ( 
1 тй Безоп4егег Ве 
таскясиНрипр ЦаНепз) („Основы геометрии в преподавании, особенно 
, 


в Италии“), „Рейзснгйь 
а и т цп@ паб зепзсва_НсКеп 


же оно ясно свидетельствуе! 


рый издали в 1867 г. Бетти и 


совершенно другом направле 
0$св!) 


собенности на логиче- 


ПРЕПОДАВАНИЕ В ИТАЛИИ 375 


хочу отметить, пользуясь отчасти этим рефератом, только 
некоторые особенно характерные моменты. 


Начну с того, что назову перевод Евклида, кото- 
Бриоски (Е. Ве е ЕР. Вп- 
1) и который положил начало распространению 


в Италии знакомства с Евклидом. Он содержит, подобно 


английским школьным изданиям Евклида, только книги 


1—6, 11 и 12. Но, в противоположность английской тра- 


диции, наши авторы отнюдь не имеют в виду дать в руки 
учащимся материал этих книг в его старой форме, а же- 


лают лишь дать (преподающим) основу для самостоятель- 
ной научной и педагогической переработки. 

Из последовавших затем учебников длинный ряд 6бо0- 
лее старых книг еще придерживается по возможности 
близко евклидовой схемы определений и т. д. причем, 
однако, явно и точно формулируются все те многочис- 
ленные факты интуиции, которыми Евклид пользуется 
неявно. 

Чтобы восполнить пробелы 
этих молчаливо применяемых Евклидом вещей относят, 
следуя общепринятому взгляду, также понятие о дви- 
жени твердого тела и помещают его поэтому в са- 
мом начале С ряд „аксиом движения“. 
Но при этом, подобно Мерз, из педагогических соображений 
не придают никакого значения взаимной независимости 
отдельных устанавливаемых здесь аксиом. Типичной для 
этого направления книгой являются очень распространен- 
ные „Начала геометрии“ Санниа (А. бапта) и д’Овидио 
(Е. 4'О\а1о) ®), вышедшие впервые в 1869 г., в которых вы 
найдете подтверждение всех сделанных мною замечаний. 
Материал в них тот же самый, что у Евклида, но только 
представлен он в существенно сглаженной форме. Так, 
например, всюду избегается пользование понятием о числе, 
вырабатываемым в чистой арифметике, но зато яснее, 
чем это делает сам Евклид, выделена раз навсегда из 
евклидовых доказательств по способу истощения и изло- 
жена лежащая в их основе идея предела. Далее, плани- 
метрия и стереометрия внешним образом стоят порознь, 


в первой книге, к числу 


') СН е@ешепй 4 БисНае“, 36-ая перепечатка, Флоренция 1801. 
2) „МешептН &1 ОСеотеца“, уо!. 1, 1 11-е изд., Маро! 1904. 
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но при этом, очевидно, учтено то, что книгой будут 
пользоваться в школах с „фузнонистским“ учебным планом, 
так как эти стремления к слиянию планиметрии и стерео- 
метрии особенно распространены как раз в Италии. 
Назову еще хотя бы, „Начала геометрии“ Р. де-Паолиса 
(К. 4е Рао|$з) 1) как учебник, наиболее способствовавший 
этим стремлениям. 

Существенно более, чем эти и родственные им книги, 
уклоняются отевклидова изложения учебники другой 
группы, а именно в том отношении, что они стемятся 
достичь значительно более высокой степени стро- 
гости в понимании основ. Авторы их полагают, что 
у Евклида и в названных выше учебниках многочислен- 
ные геометрические основные понятия определены недо- 
статочно строго, и хотят вместо этого обойтись одним 

‚; лишь единственным основным понятием, а 
\ именно — понятием точки, из которого все лругие необ- 
| ходимые геометрии образы должны быть построены 
’ чисто логическим путем. 

В частности, должно решительно избегать 
при обосновании геометрии также пользования понятием 
движения твердого тела. 

Кульминационный пункт этого развития представляют, 
пожалуй, различные учебники Дж. Веронезе (С. Уегопезе), 
охватывающие всю область геометрии. В данном случае 
нам не приходится рассматривать его „Основания гео- 
метрии многих измерений и многих видов 
прямолинейных единиц, представленные в 
элементарной форме" *), так как это не школьный 
курс, а проведенное в абстрактной форме исследование 
чисто научной проблемы общей многомерной и „неархи- 
медовой“ геометрии. Здесь же нас интересуют его же 
учебники „Элементарные сведения по нагляд- 


1) „ЕстепЬ 4! Сеоте а“, Тогто 1887. 

*) „Гоп4атеп 4! веоте{ца а р Чйпепзюп: е4 а р ипйа теНИтее 
езрозН ш оппа еетсп(аге“, Радоуа 1891. 

Существует немецкий перевоя: „Отип42йсе Чег деоте ме уоп шей- 
тегеп Ойпепуопеп ип тейгегсп АЦЧеп регадН ег Етшйейнеп ш еетеп- 
Чагег Вогт епускей“, ОБегзей 4 уоп А. Зсперр, 1ерир 1894. ‚ 

[Об этой кинге можно прочесть в „Историческом очерке развития 
учения об основаниях геометрни“ В. Ф. Кагана (Одесса 1907).] 
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ной геометрии" :) и „Начала геометрии" °). Пер- 
вая книга является индуктивным введением, кото- 
рое должно в наглядной форме ознакомить учащихся 
низшей ступени с различными геометрическими формами, 
что соответствует примерно нашему пропедевтическому 
начальному курсу геометрии. Дело в том, что согласно 
всем итальянским учебным планам систематическое 
преподавание геометрии в собственном смысле 
начинается там лишь очень поздно в классах, соот- 
ветствующих примерно нашим классам секунда °); поэтому 
не следует думать, что все эти точные учебники пред. 
назначены для ребят в возрасте наших третьеклассников: 
„Начала“ Веронезе содержат теоретическое по- 
строение геометрии, причем устанавливаются с чрез- 
вычайной полнотой все постулаты, какими бы очевид- 
ными они нам ни представлялись. Так, например, в каче- 
стве первого постулата явно устанавливается положение: 
„существуют различные точки“, — таким образом мы 
не рассматриваем, скажем, геометрию, в которой сущест- 
вует только одна точка! Впрочем, при этом всегда хотя 
бы вкратце упоминается и эмпирическое наблюдение,. 
которое руководит в качестве эвристического принципа 
при установлении аксиом. Что касается деталей, то Веронезе 
пользуется прямолинейным отрезком, как основ- 
ным геометрическим образом, который он определяет 
как систему точек, удовлетворяющую определенным 
требованиям. Конгруэнтность таких отрезков вводится 
в качестве основного понятия, и к нему весьма ориги- 
нальным образом сводится все прочее. Так, два. тре- 
угольника называются конгруэнтными, если все их 
стороны попарно конгруэнтны, чем определяется также 
и конгруэнтность углов так что здесь 3-я теорем ы 
о конгруэнтности предпосылается (в качестве 
определения!), и тем самым вводится даже и учение 


1) „Мою; @етешам 41 хеотефиа тийуа“, 2-се изд. Уегопа с 
1) „Еетепй 41 яеотеа*. Существует в разных Ве 
пример, издание дяя употребления в гимпазиях и лицеях, в сотр; жет 
честве с Гапцанигой: „АЯ 1130 Че те т ‚ соп соНаБогаоп 
ап!са. Часть Ги И, 3-е изд., Уегопа . 
ь В нь гимназиях последнне два класса называют ИЕ 
(, унтерприма“ и „оберприма“); им предшествуют два класса „секунда“. 
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чисто логических моментов? Я воспользуюсь таким срав“ 
нением: многие люди, поднимаясь с долины на гору, ис- 
пытывают удовольствие от вдыхания более чистого 
и редкого воздуха; однако, отсюда не следует, что все 
большее и большее разрежение воздуха всегда будет по- 
вышать хорошее самочувствие; существует граница, за 
которой вообще прекращаетс якая возможность суще 
ствования. Подобно этому, я агаю, что то воодушев- 
ление, с каким логики стремятся изгнать всякую интуи- 
цию (поскольку это, вообще говоря, возможно, так кай 
символы Пеано тоже вносят в его систему как таковые 
еще некоторый остаток интуитивных элементов!), является 
несколько необдуманным; хбтя иным, быть может, вна- 
чале и очень приятно чувствуется в этой более чистой 
логике, однако и здесь существует некоторый оптимум в рас- 
пределении долей логики и интуиции, которого нельзя 
без вреда переходить в сторону увеличения доли первой! 

Конечно, с точки зрения чистого исследования 
следует приветствовать всякий новый подход и ожидать 
от него новых успехов и импульсов. Но в данном случае 
необходимо вынести наше заключение также и с точки 
зрения педагогики, так как эти абстрактные тенден- 
ции, повидимому, во многих случаях оказывали влияние 
также и на школьное преподавание. Такое заключение 
должно будет носить более отрицательный характер: 
можно, несомненно, ожидать того, что при школьном 
преподавании в таком духе многие ученики совсем ничему 
не научатся, а те немногие, которые вообще в состоянии 
будут следить за учителем, получат от преподавания во 
всяком случае не то, что они смогли бы применить 
в будущем. 

И действительно, в Италии уже, повидимому, наступила 
реакция против этих чрезмерно абстрактных тенденций 
в преподавании, также и в высшей технической 
школе, так как именно в последних чистые логики 
во многих случаях, как это ни удивительно, имели 
перевес. Там теперь жалуются на плохую математическую 
подготовку средних студентов, которые не в состоянии 
следить за отвлеченными рассуждениями. : 

Еще раньше мне рассказывали в качестве примера не- 
достаточной согласованности с действительными потреб- 


о параллельных линиях: две прямые называютс 
параллельными, если у них имеется центр симметрии, т. 
если они отсекают на всех прямых, проходящих через не 
которую точку, попарно равные отрезки. С другой стороны 
Веронезе тоже строго придерживается евклидовых гра 
ниц в отношении выбора материала; в част 
ности, он, конечно, избегает всякого пользования ариф 
метикой. С этой книгой Веронезе родственны по содер 
жанию „Элементы геометрии“ Ф. Энриквеса и У. Амальд 
(Е. Еппацез е 0. Ата!) *), но только они наряду со стро 
гой систематикой в значительно более высокой степен 
подчеркивают также и педагогические моменты, 

Еще дальше, чем Веронезе, пошла в том же абстрактно 
направлении так называемая школа Пеано. Дж. Пеан 
(О. Реапо) в Турине ?) стремится к тому, чтобы провест 
чисто логическую, свободную от элементов интуиции, 
обработку математики во много раз строже, чем это 
имело место в рассмотренных до сих пор аксиоматиче 
ских исследованиях; для этой цели он придумал особы 
язык формул (Рогте!зргасВе) (так называемую идео 
графию) 3), который должен заменить обыкновенны 
язык. При этом Пеано исходит из той мысли, что инач 
невозможно избежать вмешательства нелогических момен 
тов по причине многочисленных ассоциаций, невольно 
вызываемых привычными нам словами. 

Это приводит в конце концов к идеалу, состоящему 
в том, чтобы оперировать с символами, кото- 
рые сами по себе лишены всякого значения 
по „произвольным“ правилам, которые тож 
в свою очередь сами по себе ничего не должны означать, 
Пеано основал большую школу, которая теперь в Ита- 
лии пользуется широким распространением и большим 
влиянием. Вместе со своими учениками он издает так 
называемый („Рогти!ате“), в котором все отделы мате- 
матики должны быть изложены на языке формул со сто- 
роны их чисто логического содержания. 

Спросим себя, благоприятствует ли прогрес- 
«у науки такое доведенное до крайности подчеркивание 


| 1) „Е ешеп— 4: Сеоте{ а“, 2-е издание, Во]овпа 1905. 
?) [Род. 1858, умер 20 1\/1932.] 
3) Ср. также т. Г, стр. 17 (17). 
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ностями, что на лекциях для инженеров сперва доказы- 
вают теорему Тэйлора для любого числа переменных и 
уже после этого рассматривают эту же теорему для одной 
переменной, как частный случай. 

Также и по отношению к преподаванию всредней 
школе в последнее время обнаруживаются стремле- 
ния к реформе, которые совершенно в духе нашего и 
французского движения ставят своей целью отказ от пре- 
имущественного направления внимания в сторону абст- 
рактной логики и от точного следования Евклиду в вы- 
боре материала и оживление преподавания путем введе- 


‚‹ ния наглядных моментов, путем включения важней- 


ших общих понятий современной науки (понятие 
о функции) и, наконец, также путем увязки” с `йри- 
ложениями. Вождем этого движения является Джино 
Лориа (Сто 10а), который в 1904 г. на 3-м международ- 
ном математическом конгрессе в Гейдельберге прочитал 
доклад о преподавании математики в Италии *) и после 
того говорил о своем проекте реформы в очень интере- 
сном докладе °\, прочитанном на съезде итальянского со- 
юза учителей средней школы „Матезис“. Учреждение этого 
союза свидетельствует о том, что теперь учительские 
круги Италии проявляют живой интерес к современным 
идеям, и хотя в новых учебных планах 1905 г. 3). послед- 
ние сказываются едва заметным образом, но все же можно, 
вероятно, рассчитывать на то, что итальянские школы 
постепенно освободятся от уз крайнего увлечения логикой 
и получат более современное оформление преподавания. 
Теперь, наконец, мы обратимся к нашей родине. 


[У. ПРЕПОДАВАНИЕ В ГЕРМАНИИ 


Здесь мы включим в наш обзор также и все страны 
с немецким разговорным языком, каковы немецкая Швей- 
цария и Австрия. Ход развития преподавания в Германии 


1) УепазЧширеп 4ез 3. Ицегпайопа]еп Ма фетайкег-Копбгеззе< 
$. 594, Гера 1905. 

*) Существует немецкий перевод: „Уегоапрепе ипа Кип @»е Гейг- 
р!апе", ЧешёсН уоп Н, У ейпег, Гарив 1906. („Прошлые и будущие 
учебные ' ланы.* ) 

3) „шзнияюш е ргозгаши! увел! пэ опппазЕ е 11се!“, Того 190: 
(„Инструкции и программы, действующие в гимназиях и лицеях“). 
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принадлежит к совершенно иному типу, чем в прочих 
странах. Здесь прежде всего нехватает того един но- 
образия в ходе развития, которое в других странах 
получалось в результате строгой государственной орга- 
низации либо вмешательства. сильной личности. В Герма- 
нии преподавание в каждом отдельном государстве раз- 
вивалось самостоятельно по своим собственным путям и, 
свёрх того, у отдельных учебных заведений, у отдельных 
преподавателей всегда еще оставался сравнительно боль- 
шой простор для самостоятельной деятельности. В ре- 
зультате возникло множество разнородных им" 
пульсов из самых различных источников, и. 
они по большей части успевали оказать свое воздействие 
еще раньше, чем они были учтены в официальных учеб- 
ных планах. Здесь я могу выхватить, конечно, лишь не- 
многие точки зрения, которые имели особенно большое 
значение для развития преподавания в послед- 
ние десятилетия, начиная примерно с 1870 г., и 
отсылаю вас и в данном случае за дополнительными све- 
дениями к подробному изложению общих линий развития 
в книге Клейна-Шиммака 1). 

Особенно важная тенденция, которая стала проявляться, 
начиная с семидесятых годов в связи с возросшей 
в пернод национального подъема того времени потреб- 
ностью широких слоев населения в образовании, имеет 
своим источником (новые) движения в области обу- 
чения внародных школах. Я имею ввиду тот взгляд, 
согластно которому в начальном обучении на пер- 
вом месте непременно должно стоять непо- 
средственное созерцание, что это обучение всегда 
должно быть увязано с видимыми, вполне знакомыми 
ученику вещами. Эти иден ведут начало, как известно, 
от знаменитого швейцарца Г. Песталоцци (Н. Рез{а102271), 
на которого вообще надо смотреть, как на основателя 
начального обучения в современном смысле. Время его 
деятельности приходится, круглым счетом, на 1800 г. Не- 
сомненно для каждого матеметика интересно познако- 
миться с оригинальными произведениями Песталоцци, нме- 
ющими отношение к математике; это — „Оаз АВС 4ег 


1) Цитировано на стр. 371. 
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Апзеваципе одег 4е Апзсваципазевге ег Маззуегнапззе“ 
наглядных представлений иил наглядное учение 
„О!е Апзсваципаз!евте 4ег 


(„Азбука 
о соотношениях меры“) 1) и 
РаНепуега!!т1ззе“). („Наглядное 


учение о числовых 
соотношениях“) 2) Задача этих 


книг — показать, как 


можно совершенно неподготовленного ученика довести 
фактов пространствен- 


до полного освоения простейших 
ной и числовой интуиции. Несомненно, что всякого, кто 
ждет от этих книг чего-либо особенно увлекательного, 
постигнет большое разочарование; они представляют со- 
бою, пожалуй, самое скучное из всего, что только мне 
случалось когда-либо держать. 
в руках, так как они только 
излагают очень подробно и 
С ужасающей систематично- 
стью все возможные триви- 
альные соотношения. Приведу 
один только пример: ребенок 
должен узнать, что квадрат 
можно разделить горизонтальными и вертикальными ли- 
ниями на равные части (рис. 145). С этой целью Песта- 
лоцци не только приводит таблицу, содержашую все 
100 комбинаций делений при помоши 0, 1,2,...,9 вертикаль- 
ных и горизонтальных линий, но, кроме того, он описы- 
вает также и в тексте число, положение ит, д. частей, 
имеющих вид квадратов либо прямоугольников, в каж- 
дом отдельном случае все время по одной и той же схеме 
и притом самым подробным, какой только можно во- 
образить себе, способом. Это следует, вероятно, понимать 
в том смысле, что Песталоцци хотел даже самому не- 
находчивому народному учителю, — а вед он тогда дол- 
жен был считаться с совершенно недостаточно подготов- 
ленным материалом, — дать богатое собрание примеров, 
из которого учитель мог бы любую часть по своему 
усмотренню положить слово в слово в основу своего 
преподавания. 

В дополнение я зредлагаю здесь вам еще книжечку 
геттингенского философа Гербарта (\. Е. Нефац), сыграв- 
НЫЙ 


3) В 2 тетрадях, Ийнсь ипа Т&Ь треп 1803. 
3) В 3 тетрадях, Хамев ипа ТаЫ преп 1803—1804. 


Рис. 145. 
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его особенно деятельную ЕЯ и 
дей, „Рез{а102215 [4ее етез АВС аег С а ла 
есталоцци об азбуке наглядных представлени Е 
хысли Песталоцци развиты в не столь т а 
отому более интересной форме. В частности, и за 
читает желательным, чтобы ребенок познаком = 
севозможными формами треугольников. Поэтому 
ой таблице он дает углы треуголь- 
ика, а также углы, лежащие справа 
слева от высоты, через каждые 
ять градусов (рис. 146), а в дру- 
й таблице соответствующие дли- 
ты сторон с тем, чтобы заставить 
ебенка проверить эту таблицу пу- 
ем измерений. Замечательно также 
и другое его а 
в представлени 
а ав мы треугольников, помещая В 
лазами уже в колыбели таблицы с самыми различ 
еугольников. 
ии и Гербарт оказали мощное воздей т 
вие на преподавание в народных О - 
торое сказывается еще и до сих пор. Вы можете а 
жить ясные следы влияния идей Песталоцци в бол 
стве учебников геометрии для народных школ. 

В очень характерной форме сохранилось до сих пор 
учение Песталоцци о наглядных представлениях в наших 
детских садах, история которых восходит к нему, 
и соответственно, к Ф. Фребелю (Е. ЕР:6Ъе!); в них 
ребятишки знакомятся с простейшими пространственными 
формами, играя надлежащим образом подобранными 
Во акб эти педагогические идеи проникли и в сред- 
нюю школу. В этом отношении особенно тр 
учебный план, составленный около 1850 г. для Авст- 
рии Эксвером (Ехпег) и Боницем (Воп2). нЕ этом 
случае надо искать в политическом положении о т 
ние того, почему именно здесь и именно в эту эпоху а 
никло рассматриваемое движение. В Австрии под влия 


Рис. 146. 


1) Об треп 1802. 
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нием многочисленных школ, принадлежащих католически; 
монашеским орденам, особенно иезуитскому, в препода 
вании математики по существу сохранялся догматически} 
метод средневековья, и когда революционное движени 
1818 г. смыло все старое, то среди наличного материал 
ничто не могло послужить отправным пунктом, и поэтом 
реформаторы вводили новое в самой чистой форме. Этиь 
и объясняется то, что учебные планы Экснера-Бониц: 
перенесли в среднюю школу новые наглядные методы 
насколько это только было возможно. Пространст 
венное созерцание не только культивируется в клас 
сах первой ступени, как подготовительный курс, но ста 
новится самоцелью. Следует не только упражнять ло 
гическое мышление на наглядных вещах, но речь иде 
об упражнении самого со зерцания. На перво} 
ступени (первые четыре года) логическая сторона вообщ 
совершенно стушевывается, дети упражняются только 
в наглядном освоении фигур, постоянно со- 
провож даемом черчением. На второй ступени, на 
которой приобретенный таким образом материал подвер- 
гается логической переработке, черчение сохраняется 
значительном объеме, Многие из вас имели, вероятно, 
случай заметить, как умело чертят австрийские матема- 
тики, один из результатов этой характерной структуры 


в средних школах Пруссии" 1), в которой я пы- 
тался вообще изобразить ход развития нашего препода- 
ания математики за последнее столетие. 
Е Учебником, в котором тенденции реформы 1882 г. на- 
шли, пожалуй, наиболее выпуклое выражение, является 
„Методический курс элементарной матема- 
тики" Гольцмюллера (Но12таИег) . ). Здесь харак- 
терно уже само название: „методический“ мыслится как 
противоположность „систематическому“; курс должен дать 
не окостенелую дисциплину в духе Евклида, а естест- 
венный ход обучения, при котором учитываются 
все данные преподавательского опыта, чтобы наиболее 
действительным образом помочь учащемуся. Далее, здесь 
перед нами не учебник одной только геометрии или 
только арифметики как таковой, но изложена вся эле- 
ментарная математика с переменным чередованием ее от- 
дельных частей в том виде, в каком их действительно 
можно проходить, причем ясно выступают также и их 
взаимные соотношения. С другой стороны, изложение 
геометрических отделов всегда начинается с действитель- 
ного черчения и с построеннй. Особенное значе- 
ние придается выработке пространственных представле- 
ний, стерометрическому черчению. При этом каж- 
дый раз требуется не только убедиться в возможности 


учебных планов. 


Эти же самые тенденции стали проникать в начале 
семидесятых годов также и в Пруссию и вообще в Се- 


ое Германию. 

десь следует отметить и тот момент персонального 
характера, что Бониц занял тогда в 
стерстве. ‚народного просвещения руководящий пост. 
Принципы этой реформы были ормулированы для 
Пруссии в учебных планах 1889 г. С внешней сто- 
роны их характеризует введение геометрического 
подготовительного курса, так называемой геометри- 
ческой пропедевтикн во втором классе 
(ОФиица) гимназий; на этих уроках ученик должен осво- 
иться в наглядной форме с теми вещами, которые позже 
составят содержание научной системы геометрин. Сравните 
с этими замечаниями, кроме кпиги Клейна-Шиммака, также 
мою статью „100 лет преподавания математики 


прусском мини- 


построения, но н действительно вы полнить его в ЧИ- 


стом и полном виде. При этом геометрические тео- 


ремы часто получаются как бы мимоходом; так, напри- 
мер, теоремы о равенстве треугольников получаются из 
того наблюдения, что построение треугольника по трем 
данным его элементам получается однозначным образом. 
Я должен, далее, отметить, что в соответствии с указан- 
ной тенденцией в курс вплетены также отчасти основ- 
ные положения проективной геометрии. Ко- 
нечно, я не могу умолчать о том, что у Гольцмюллера 


1 иге \. Гех} 3, Се Кеоги: Чез НоВегеп ЗсвиПуезсптз 1 Ргецз- 
зеп“ и 1902. Перепенатано в Тапгезвейсь& дег децёспеп а 
Нкег.Уегепирипв, т. 13, стр. 347 и сд., 1904; и в книге В. И 
Б. В! сске, Меце ВеНгаре хиг Вгаре 4е5 ша{ПетаНзсней ип рвуз!Ка|- 
эсНел (Лиег 5 ал Пбрегеп Зспшел, стр. 63 и сл., терия 1904. , 

3) Мешо4!спез Т.ейфисп 4ег ЕешемаипаетаНКк“, в трех частях, 
Гефряя (Теиьпег), 1891—1895, а также многочисленные новые издания, 

25 
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‹ логические моменты в различных местах оказываются,|Подумайте, например, о том, насколько важно для педа- 
пожалуй, слишком урезанными; но ведь это старая истина, гогики исследование памяти, как важно, например, для 
что невозможно одновременно получить удовлетворитель-|нее знать, каким образом факты схватываются памятью и 
ные результаты во всех направлениях. Если подчерки-|сохраняются в ней, в какой мере это зависит от обста- 
вать преимущественно логику, то страдает наглядность|новки или от личного настроения индивида. И действи- 
и наоборот, тельно, теперь психологи во многих местах, в том числе 

Положительные результаты описанных здесь стремле-|и здесь в Гёттингене, много занимаются этими вопросами. 
ний теперь перешли, пожалуй, всюду в постановку пре-|Столь же важно для педагогики исследование утомле- 


подавания, но, разумеется, стали постепенно присоеди-|ния, например, вопрос о том, имеется ли зависимость 
няться опять-таки новые импульсы. Сюда относится пре- 
жде всего, как и во всех других странах, сильное движе- 
ние, начавшееся в Германии около 1890 г. и стремящееся 
к более сильному подчеркиванию приложений мате- 
матики во всех областях естествознания, в 
особенности жевтехнике, атакже ее значения для 
всех сторон человеческой жизни. Это движение 
вносит по сравнению с тенденцией, преследующей на- 
глядность, нечто существенно новое. А именно, если по- 
следнюю можно еще увязать с чисто формальными целями, 


то здесь речь идет о действительно плодотворном при- 


менении математического мышления к различным другим 
областям. В близком отношении к этим стремлениям на- 
ходятся те реформаторские тенденции, которых’мы так 
часто касались в первом томе этого сочинения, и кото- 
рые поэтому мне достаточно здесь просто‘ перечислить: 
введение понятия о функции графических 
методов и начатков исчисления бесконечно 
малых; все это дает много новых импульсов также и 
для преподавания геометрии. 

Но зато несколько подробнее я остановлюсь на не- 
которых новейших тенденциях, идущих еще 
дальше, которыми математикам следует заняться более 
внимательно, чем они это делали до сих пор. 

а) В первую очередь я имею в виду: некоторые 
результаты современных психологических 
исследований, в частности результаты эксперимен- 
тальной психологии, а также современной гигиены. Уже 
Гербарт пытался при построении педагогики опереться 
на психологию, но выполнение этой задачи получило 
совершенно иную основу с тех пор, как психология вы- 
работала для себя точные экспериментальные методы. 


между физическим и умственным утомлением. В прежнее 


время полагали, что предшествующее физическое на- 
пряжение делает людей особенно способными к умственной 
работе, теперь же пришли в общем на основании сделан- 
ных наблюдений к противоположному взгляду. 
Особенно важной в этой области, и притом как раз 
и по отношению к математике, является проблема раз- 
личий в индивидуальной одаренности. Было 
время, когда господствовало твердое убеждение в том, 
что только очень немногие ученики обладают „матема- 
тическими способностями“, желая этим сказать, что 
только они в состоянии вообще хотя бы что-нибудь по- 
нять из математики, тогда ках все остальные даже при 
самом большом напряжении не смогли бы ничему на- 
учиться. Объяснение того обстоятельства, что подобный 
взгляд мог получить столь всеобщее распространение, 
можно искать исключительно в недостатках господство- 
вавшего тогда метода преподавания. Когда же впослед- 
ствии в связи с учебными планами Экснера-Боница стали 
придавать большее значение педагогическому искусству, 
то пришли вскоре к противоположному мнению, согласно 
которому всякий ученик при наличии доброй воли и 
при некотором напряжении также и со стороны учителя 
в состоянии научиться чему-нибудь дельному по мате- 
матике. Я надеюсь, что экспериментально-психологиче- 
ские исследования доставят данные для решения вопроса 
о том, как с этим обстоит дело в действительности. 
Несомненно, что даже среди вообще говоря способных 
людей встречаются совершенно „аматематические“ ин- 
дивиды, которым математическое мышление абсолютно 
чуждо. В том, что среди даже особенно даровитых в 
художественном отношении натур попадаются такие ама- 
25* 
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тематики, убедил меня недавно очень интересный разго-положение), тогда как другие работают аудитивно 
вор со знаменитым берлинским архитектором Месселем на-слух), связывая свои ассоциации со звуками слов, 
(Меззе!), который всем вам известен, между прочим, стольвыражающих чнсла. Рекомендую вам в этом отношении 
же целесообразным, сколь ценным в художественномнитересную книгу Бине (В шей) „Психология знаменитых 
отношении зданием универмага Вертгейма. Когда он ус-вычислителеи н игроков в шахматы“ 1). 

лыхал, что я математик, то стал говорить самым резким]  Ъ) Вторая тенценция, часто проявляющаяся в последнее 
образом о всем том бесполезном хламе, которым такзРемя, о которой я хочу еще здесь упомянуть, соприка- 
много мучают в школе и который во всяком случае для|сается с тем, что я только что говорил о математиче- 
него лично всегда оставался без всякого значения. Быть|СКОЙй предрасположенности лиц с выдающимися художе- 
может, было бы умнее предоставить подобным натурам ственными дарованиями; я имею в виду современное так 
пройти курс школы без всякой математики, чем напрасноиазываемое художественное воспитание (Кипзет- 
биться над тем, чтобы сообщить им хотя бы какие-нибудь депипе) и о нововведениях в современном препо- 
математические знания. Прн этом большей частью до-лавании рисования. Здесь цель заключается в том, 
биваются только того, что возбуждают в них сильнейшее чтобы как можно скорее довести ученика до живого 


отвращение к этим вещам, которых они не в состоянии! НТуитивного прелставления вещей в целом, в большом 
понять, и тем создают для математики влиятельных вра-|й Не начинать с изучения их деталей. Особенно интерес- 
гов. Разумеется, это относится только к очень немногим"Ым представляется это стремление, проявляющееся 
натурам, которые при прекрасных задатках в прочих также сходным образом у некоторых выдающихся инже- 


отношениях лишены односторонним образом математи-|Иеров, в развитии преподавания рисования. В прежнее 
ческих способностей, и это отнюдь не должно быть ис-ВРемя главное значение во многих случаях придавали 
пользовано как аргумент в защиту лености и праздности|"ОМУ, чтобы каждый ученик научился в точности воспро- 
или той старой теории о „всеобщей неспособности Зводить определенные контуры по данным образцам, — 
к математике“. прием, который слишком часто имел своим результатом 

Дальнейшие важные задачи, которые математика ста-|Слабый интерес и слабые успехи. Я вспоминаю, как в 
вит перед психологией, относятся к несомненно имеющимся Мое школьное время я должен был снова и снова копи- 
более тонким различиям в характере мате-|ровать все время одну и ту же арабеску, потому что 
матического дарования, которые проявляются уНа никак не удавалась мне, что нисколько, разумеется, 
продуктивно научно работающих математиков, но имеют! содействовало развитию у меня способности рисовать. 
несомненно большое значение и для педагогики. Ведь|Геперь же в противоположность этому ребенку дают в 
каждый день приходится наблюдать, что один математик]рУКн с самого начала кисть и краски и предоставляют 
более расположен к абстрактно-арифметическим иссле-[мУ срисовывать (красками) по собственному его впе- 
дованиям, а другой предпочитает оперировать с геометри- ‘атлению простые, повседневные предметы в том виде, 
ческн-наглядными образами. Уже проведено, в частности, как он их видит непосредственно перед собою, либо по 
психологическое обследование таких людей, выработав-РОСпоминанию. При этом отнюдь не преследуется задача 
ших в себе выдающиеся способности водной какой-нибудь ОЧного воспроизведения деталей; они могут быть крайне 


узко ограниченной области, знаменитых вычисли- 1 - _ 
телёй или шахматных игроков, и в этих случаях 
тоже обнаружили огромные различия; так, теперь известно, 
что те большие числа, с которыми вычнслители произ- 
водят действия, одни из них как бы видят перед собою 
записанными с помощью цифр (зрительное предрас- 


1) „Рзуспооре @4ез отап4з саси!а{еиг$ © ]оцемгз @'еспесз“, Рай$ 
$94. Новейшие исследования этого рода можно найти в работе С. Ктоп 
Еле етибагое ВезаБиие цп@ Чегеп рзуспоозл5сйе Апа!узе“, ОбЫт- 
еп 1922 („Односторонняя одаренность и ес психологический анализ“), 
которая возникла в связи с экстраординарными вычислительными спо- 
обностями математика Рюкле (С. ВйсКе). 
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В связи со всем этим я хотел бы еще упомянуть о 
часто цитируемой, чрезвычайно резкой критике знаме- 
нитого философа Шопенгауэра, направленной против 
математики, так как эта критика необычайно характерна 
для враждебности по отношению к‘нашей науке со сто- 
роны натур более предрасположенных к искусству. Шо- 
пенгауэр считает нанизывание отдельных логических 
выводов, которую должно содержать строгое математи- 
ческое доказательство, недостаточным и невыносимым. 
Он хочет сразу, так сказать, с одного взгляда, инту- 
итивно убеждаться в истинности теоремы; это привело 
его к теории, согласно которой, наряду с теми логиче- 
скими дедукциями, исходящими из определенных пред- 
посылок, существует якобы еще другой метод мате- 
матических доказательств, который выводит математиче- 
скую истину непосредственно из интуиции. С этой точки 
зрения он в своем главном произведении „Мир как 
воля и как представление" 1), как и в других со- 
чинениях, самым страстным образом принципиально 
осуждает всю евклидову систему; в особенности евкли- 
дово доказательство пифагоровой теоремы 
служит предметом его нападок. Он называет это дока- 
зательство „мышеловочным“: оно, пожалуй, действительно 
в конце концов заставляет согласиться со справедливостью 
утверждения тем, что коварно запирает поочередно все, 
какие только могут быть, выходы, но никогда не приво- 
дит ,к внутреннему познанию истины. "Ни один 
математик не может согласиться с Шопенгауэром в этих 
его рассуждениях, ибо какую бы огромную роль ни 
приписывали мы в математике интуиции, как эвристиче- 
скому принципу, содействующему прогрессу науки, но в 
конце концов в качестве последней единственно решающей 
!нстанции должно будет выступить логическое доказа- 
тельство, которое исходит из сделанных предположений. 

Укажу в связи с этим на очень интересно написан- 
тую академическую торжественную речь „о ценности 
г мнимой непригодностн математики“ А. Прингсгейма 


неточны, если только схвачено общее впечатление. Теперь 
можно видеть всюду на школьных выставках, какие по- 
разительно хорошие ‘результаты достигаются этим мето- 
дом даже н у детей безо всякого специфически художест- 
венного дарования. 

Конечно, это направление представляет полную 
противоположность математическому чер- 
чению, поскольку последнее должно ставить на первое 
место точное, даже количественно правильное фиксиро- 
вание всех деталей. Естественно, что эти две тенденции 
легко могут затеять самую ожесточенную борьбу между 
собой, если одна либо другая применяется слишком од- 
носторонне. Так, например, бывает, что в начертательной 
геометрии с большим трудом строят очень много отдель- 
ных точек кривой, но Так как за недостатком необхо- 
димых рисовальных навыков эти точки получаются, быть 
может, очень неточно, а чертящий не имеет правильного 
представления о том, как должна выглядеть кривая, то 
он проводит через эти точки вместо правильной кривой 
невозможные каракули, которые во всяком случае не 
дают никакого представления о подлежащих изображению 
действительных пространственных соотношениях. Точно 
так же и художественное рисование может перейти в 
каррикатуру; детали получаются до того расплывчатые, 
что если на некотором расстоянии и можно надеяться 
что-нибудь узнать, то уж вблизи видна только одна не- 
определенная клякса. Но я полагаю, что при разумном 
руководстве оба направления вполне могли бы со- 
гласоваться и взаимно дополнять одно другое, что 
было бы крайне желательно в интересах дела. И для 
самой математики было бы весьма нецелесообразно занять 
здесь принципиально враждебную позицию по отношению 
к новому, быстро развивающемуся движению. Много ин- 
тересного материала содержит в направлении взаимного 
понимания книга Фр. Шиллинга (Ег. $сВИИт8) „О прило- 
жениях начертательной геометрии“ 1), в которой, между 
прочим, говорится также и об отношениях к искусству. 


') „ОБег @е Апууеп9ипяеп Чег Чаг${еНеп4еп Сеошеше“. Гера8 ипа 
Вейит 1904, см. также 3-ю тетрадь Е. Кеш ип Е. ВесКе: Меце Вейгаве 
гиг Егаре 4сз таетаНзсвеп цп@ рнузКаШсНел Оп{егиснз ап ПбНегеп 
Зеншеп, Герая ип@ Вейт 1904. 


1) „Ге Ме! а5 \УШе ипа Уог®еИиия“. См. в издании Егацел и, 
ЛУегке, Герая 1859, И, стр. 82 и сл.; ПП, стр. 142; а также 1, стр. 135 
[существует несколько русских переводов], 
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(А. РипезНейт) *), в которой как раз подробно рассматри- 
ваются нападки Шопенгауэра. Е 
Конечно, если бы Шопенгауэр нападал только на раз- 
дробленную, лишенную плавности форму изложения у 
Евклида, если бы он желал более наглядной разработки 
идей каждого доказательства и вообще, наряду с ло- 
гикой, более полного признания роли интуиции, то с ним 
можно было бы вполне со- 
гласиться. Но и в таком слу- 
чае евклидово доказа- 
тельство теоремы Пи- 
фагора оказалось бы не 
очень подходящим объектом 
для его нападок, дело в том, 
что именно это доказатель- 
ство я считаю по самой его 
идее, если отвлечься от внеп- 
них качеств евклидовой ма- 
неры, особенно нагляд- 
ным, как ясно видно из та- 
кого его изложения. 
= Чертим известную фигуру 
Рис. 147. (рис. 147) прямоугольного 
‚треугольника с квадратами /, 
И на катетах и с квадратом //! на гипотенузе; опускаем 
на гипотенузу высоту треугольника, продолжение кото- 
рой делит квадрат /// на два прямоугольника /' и //', так что 


Ш=Р+ и. (1) 


Теперь покажем, что прямоугольник /' равен квадрату / 
Для этого проводим обе вспомогательные пунктирные 
прямые и рассматриваем наискось заштрихованный тре- 


№“ 
\ а 
А 


т 


угольник Аи вертикально заштрихованный треугольник А... 


Первый из них имеет, очевидно, с. квадратом / общее 
основание и высоту и поэтому равен, как известно, его 
половине: 


1) „Обег \Уей ип апаеБИспел ОлуегЕ 4ег Машетайк“” (Тангеьс- 
Исв( ег Чещзснеп МафешайКег-Уегеиеиптр, В@4. 13, стр. 357, 
Мапспеп 1901. 


` 
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очно так же вертикально заштрихованный треуголь- 
ик А’ равен половине прямоугольника 7: 
1 
ЕН 
А’=УГ. 


Наконец, усматриваем, что оба треугольника конгру- 
Энтны и, следовательно, равны по площади: 


А=А,, 


потому действительно: 


Рис. 148. Рис. 145. 


Таким образом можно доказать, что 
: И =, 


откуда, в связи с фактом (1), действительно вытекает 
пифагорова теорема: . 
Ш=1+ И. 


Таким образом здесь доказательство проведено совер- 
шенно коротко и, казалось бы, вполне ясным для всякого 
человека способом. При этом интуиция и логика пере- 
плетаются таким образом —и в этом я вижу идеал, — 
что каждый логический шаг тотчас же при- 
водится также к наглядной очевидности. 
Вспомогательную теорему 

1 
А=5- й 


которой мы здесь пользуемся, тоже можно, как известно 
сделать вполне наглядно ясной при помощи рис. 148 
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на котором А получается из половины квадрата / пу- 
тем сдвига отдельных горизонтальных полосок (приицип 
Кавальери!). Конечно, в том, чтобы эти простые идеи по- 
лучили правильную и ясную форму, существенную роль 
играет более плавное по сравнению с евклидовою око- 
стенелою схемою изложение и удачно выбранные 
обозначения. Особенно я настаиваю на том, чтобы 
еще шире применять в преподавании для различения 
линий и площадей различные штриховки или еще лучше, 
что, к сожалению, в настоящем тексте не осуществимо, 
различные краски вместо евклидова приема обозна- 
чить буквами исключительно только углы; несравненно 
легче найти „красный“ или „желтый“ треугольник, чем 
медленно разыскивать сперва вершины Ё, Ки Д в слож- 
ной фигуре. 

Таким образом я полагаю, что нападки Шопенгауэра 
на евклидово доказательство по существу совершенно 
несправедливы; это станет еще яснее, если посмотреть, 
чем он желал бы его заменить. Он дает известное дока- 
зательство Платона (рис. 149), которое, действительно, 
можно понять при одном взгляде на чертеж, и ограни- 
чивается тем, что требует подобного же и для общего 
случая. Но ведь это приводит как раз к евклидову дока- 
зательству в разумном его изложении; и, действительно, 
оба доказательства, если посмотреть в корень вещей, 
совершенно в равной мере составлены из логики и из 
интуиции с тою разницею, что случай Шопенгауэра 
как более специальный позволяет, естественно, и не- 
сколько более простое решение, так что здесь и для 
неопытного в этих вещах человека легче сразу интуитивно 
постичь содержащуюся в доказательстве цепь логических 
выводов. 

Но довольно о Шопенгауэре; разрешите теперь закон- 
чить наши замечания, относящиеся к развитию 
преподавания геометриив Германии. До сих пор 
мы по существу следили лишь за той линией развития, 
которая началась с тенденций Песталоцци-Гербарта, имев- 
ших в виду сначала обучение в народных школах. Те- 
перь мы рассмотрим, какое влияние на преподавание 
в средней школе оказало у нас в Германии препода- 
вание математики в высшей школе. Здесь перед 
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нами раскрывается гораздо менее утешительная картина, 
чем в других странах. Как раз в геометрии обнаружи- 
вается то, вызывавшее так много жалоб явление, что 
высшая и средняя школы двигались по совершенно раз- 
личным путям, без всякого живого взаимодействия ме- 
жду ними. Исключением являются В первой половине 
ХХ столетия представители так называемой новой гео- 
метрии, в особенности Мёбиус и Штейнер, работы кото- 
рых мы уже не раз цитировали в этом курсе. Но позже 
одновременно с большим подъемом математической нау- 
ки эта отчужденность все более и более усиливается, 
и только в последнее десятилетие мы можем с чувством 
удовлетворения констатировать возобновление живых 
попыток заполнить эту пропасть. 

В качестве самого выдающегося явления в этом на- 
правлении я снова назову вам „Энциклопедию элемен- 
тарной математики“ Г. Вебера и И. Вельштейна, из ко- 
торой здесь для нас особый интерес представляют том Ц 
(„Элементы геометрии“)!) и том Ш („Прикладная эле- 
ментарная математика“)*); во втором томе вы найдете 
основания геометрии (Вельштейн), тригонометрию (Вебер 
и В. Якобсталь) и аналитическую геометрию (Вебер), 
а в третьем —теорию векторов и графику (Вельштейн). 
Впрочем, в этой энциклопедии не вполне реализовано 
то, что я считаю желательным для школы, как я уже 
объяснял раньше3); в частности, в геометрических частях 
составители во многих случаях ограничиваются тем, что 
развивают, правда, в очень интересной, но и крайне 
абстрактной форме некоторые вещи, которыми они сами 
особенно много занимались, тогда как было бы лучше 
дать общую огиентировку относительно в сей области 
геометрии, поскольку она имеет отношение к школьному 
преподаванию. В противоположность этому, вы ведь 
знаете из моих неоднократных заявлений, в чем именно 
я вижу конечную цель моих собственных лек- 
ций. Я хотел дать общую картину всей геомет- 
рии, в которой равномерно были бы представлены все 
Е 
1) 3-е изд. Герая 1915. [Русский перевод под ред. проф. В. Ф. Кагана 
в двух выпуеках, Одесса 1909 и 1910, изд. Матезис.] : 

2) 3-е изд. в двух частях, Гарар 1924. 

3) См. т. В стр. 422. 
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ее части и которая позволяла бы охватить всех их одним 
взглядом, вмес:е с их взаимоотношениями. Разумеется, 
я мог лишь в качест.е постулата утверждать, что должно 
пыгать-я исследовать, в соответствии с отдельными 
устанавлизаемыми здесь точками зрения, что именно 
из всего этого материала подходит для школы и на- 
сколько вообще можно учесть наши результаты в школь- 
ном преподазании. 

Уже много раз брались за разрешение этой проблемы, 
но в действятельности никогда еще ее не разрешили; и 
я не могу не упомянуть еще хотя бы о следующих двух, 
интерэсных книгах, в которых значительная часть отно- 
сящихся сюда вопросов переработана с целостных точек 
зрения. Одна +з них австрийский учебный план 
1900 г.1), который придерживается основ реформы Экс- 
нера-Боница 1850 г. Как и в той реформе, здесь 
различается первая и вторая ступени гимназии (каждая 
по 4 года), причем на первой &тупени преподавание гео- 
метрии проводит‹я исключительно в наглядной форме 
в соединении с очень большим курсом черчения; послед- 
ний продолжается также и на второй ступени, наряду 
с начинающимся там логическим курсом геометрии. Са- 
мым интересным в этом учебном плане являются под- 
робные объяснения, относящиеся к преподаванию 
математики, которые выдают крайне сведущего со- 
ставителя; но мне не удалось узнать его имеви. Здесь 
перед нами отрадный контраст с ‹бычными официаль- 
ными учебными планами, которые в математической 
части бывают по большей части столь сжато состав- 
лены, что из них едва ли можно почерпнуть что-либо 
определенное. 

Вторая книга, которую я хотел назвать — „Учебник 
элементарной геометрии“ Генрици и Трейтлейна ?). В ней 
составители с успехом попытались учесть результаты но- 
вых по тому временн исследований, проективную 
геометр ню, а также приложения; излагается также 
и аналитическая геометрия в органической связи 


') „Геверай ип Таз4гоКНопеп г 
в Озетесь“, 2. АиН., Мет 1900, 

2) Ненпг1сЕ ипа Тгенц е!т, Т.ерфисб ег Еетелагаеоте те, 
трех частях, Герие 1882—1883; с тех пор ряд новых изданий. 


Чет Ущегис В ап @утпазеп т 
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с прочим материалом, а именно. с тригоном етрией. 
В частности, отмечу, что подразделение матери- 
ала происходит по классам геометрических 
преобразований, как мы это делали выше и как 
впервые поступил Мёбиус в своем „Барицентрическом 
исчислении“: коигруэнтность, подобне, перспективное со- 
у ие. о 
ый ИНЬ вв касается приложений, укажу, что в конце 
второй части находится межевая карта великого 
герцогства Баден (авторы сами базденцы), так что 
учащийся получает живой образ цели тригонометрии; 
я считаю, что от такой живой связи с отечествове- 
дением, подкрепленной действительным выполнением 
измерений на местности, преподавание выигрывает чрез- 
вычайно. По аналогии в наших школах следовало бы, 
например, показать гауссову съемку королевства Ган- 


новер, так что каждый ученик узнал бы, в чем 
заключается ее связь со знаменитым треугольником 
Высокий  Гаген — Брокен — Инзельсберг. Таким обра- 


зом книга Генрици-Трейтлейна в высшей степени 
Заслуживает внимания. Конечно, с теперешней 
точки зрения можно сожалеть, что в ней отсут-твуют те 
общего характера преобразования, выходящие 
за пределы ‘линейных преобразований проективной гео- 
метрии, какие мы выше рассматривали, и что в связи 
с этим не приняты во внимание та‹же и современные тре- 
бования функционального мышления и т. д.; не 
достает также и философского заключитель- 
ного отдела (т. е. разъяснений, относящихся к аксио- 
матике и т. п.), о желательности которого для старших 
классов школы теперь часто говорят. 

Мы полошли теперь, уважаемые слушатели, к концу 
наших совместных занятий; если мне и случилось уже 
многое рассказать вам в последнем разделе о том, как 
теперь повсюду в школах забила свежая струя, то все 
же я лумаю, что проблема реформы преподавания мате` 
матики вообще и, в частности, геометрии выдвинется 
в ближайшие годы в несравненно большей мере в центр 
общего интереса. Вы все призваны сотрудничать по мере 
сил в разрешении этой столь важной задачи — сотруд- 
ничать на основе самостоятельного размышления обо 
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всех относящихся сюда, вопросах и свободно от гнета 
всёесильной окаменелой традиции. Вы будете в состоянии 
сделать это, если составите себе достаточное общее пред- 
ставление обо всех относящихся сюда областях науки и 
об истории их развития, а для этого — хочу надеяться — 
вам дали некоторую основу эти мои лекции. 


ДОБАВЛЕНИЕ 1 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
ПО НЕКОТОРЫМ ВОПРОСАМ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ 
ГЕОМЕТРИИ 


1.. Рефераты в энциклопедии 


Если желательно найти в каком-либо направлении до- 
полнение к научной части этой книги, то целесообразнее 
всего обратиться сначала к 3-му тому „Энциклопедии ма- 
тематических наук“. Мы имеем здесь ‘в виду, в особен- 
ности следующие три статьи: 

]. бошшег Еешегаге @еотеше уот ЗапарипКе 
ег пецегеп Апа!уз1з аиз, Ш. А. В. 8. (Зоммер, Элемен- 
тарная геометрия с точки зрения современного анализа, 
(закончено в,1914 г). 

М. Хаснаг!аз, Е!етегатееотее ип@ @етешаге 
усВепкНа!зсВе Сбеотеше т зуппеНзснег Вепапипр, Ш. 
‚ В. 9. (Цахариас, Элементарная геометрия и элемен- 
‘арная неевклидова геометрия в синтетическом изложении; 
акончено в 1913). 

С. ВегкНап цпа \. Ег. Меуег, М ецеге Огеескз- 
'еошее, Ш, А. В. 10 (Беркган и Мейер, Новая гео- 
етрия треугольника; закончено в 1914). 

Из этих трех рефератов больше других связан с тра- 
яционной элементарной геометрией реферат Цахариаса. 
отя и оба других тоже трактуют об элементарных обра- 
ах, но лишь постольку, поскольку к ним применяют 
овременные методы. Правда, такая тенденция проявляется 
чень сильно и у Цахариаса — так, например, он уделяет 
ного внимания вопросам аксиоматики и неевклидовой 
геометрии, — но у него это происходит не столь односто- 
онне, как‘у двух других авторов. Статья Зоммера за- 
рагивает —о чем можно догадываться уже по самому ее 
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названию — целый ряд вопросов, которые ужё были об 
суждены в первом томе этого сочинення. Так, Зомме! 
говорит о выполнимости геометрических построений 
о группах вращения правильных многогранников и о то 
развитии ндей сферической тригонометрии, которое свя 
зано с именами Гаусса, Мёбиуса, Клейна и Стюди. Рефе 
рат Беркгана-Мейера посвящен учению о замечательны; 
точках, прямых, кругах и конических сечениях в треуголь- 
никах и имеет главной целью вскрыть с помощью поня 
тия преобразования те связи, какие существуют между 
многими, повидимому, стоящими особняком предложе“ 
ниями такого рода. 


2. Классификация геометрических задач 
на построение 


Ограничиваясь случаем плоскости, всякую геометри- 
ческую задачу можно формулировать следующим обра 
зом: дана некоторая фигура Р, состоящая из точек, пря 
мых, кругов и других кривых плоскости ©; имеется 


в этой же плоскости другая фигура Р*, точки, прямые 


и т. д. которой находятся в заданном отношении к эле 
ментам фигуры Р. В силу традиции, а не из каких-либ‹ 
серьезных дидактических соображений, в элементарной 
математике из кривых допускают почти нсключительно 


окружности, в лучшем же случае еще и другие кри ые 


второго порядка. Так как подобная кривая определяется 
вполне пятью точками, окружность — тремя точками, 
а прямая — двумя, то всякая фигура Р, коль скоро лля 


нее имеет существенное значение лишь конечное число 


этих образов, определяется конечным числом точек. То 
же самое относится ин к А*. В таком случае задача за- 
ключается в том, чтобы определить (найти) точки фигуры Р*, 
зная точки фигуры КР. При указанных ограничениях 
аналитическая формулировка проблемы приводит к конеч- 
ному числу уравнений между координатами искомых 
и координатами данных точек. Если хоть одно из этих 
уравнений трансцендентно, то и сама задача называется 
трансцендентной, в противном случае — алгебраической. 
Алгебраическая задача, далее, называется линейной илн 
первой степени, если вычисление искомых координат 


при этом встречаются еще квадратные 


Соответственный смысл имеет выражение: 
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степени; если же 
уравнения, или та- 
кие уравнения высших степеней, которые могут быть за- 
менены рядом последовательных квадратных уравнений, 


то задача называется квадратичной или второй степени. 
„задача 7-ой 


приводит только к уравнениям первой 


степени“. 
Наряду с этим подразделением существует еще 


другое, восходящее к Мёбиусу 1), согласно которому 
геометрические задачи подразделяются на проектив- 
ные, аффинные и метрические. Задача называется 
проективной, если она может быть представлена анали- 
тически системой уравнений, которая инвариантна по от- 
ношению к группе проективных преобразований. ‚Анало- 
гичный смысл имеют названия т задача“ и „мет- 
рическая задача“. Однако нет необходимости составлять 
систему уравнений данной задачи, чтобы узнать, к какой 
группе она принадлежит: это следует уже из самой сло- 
весной ее формулировки. Так, в проективных задачах речь 
идет все время только о проективных свойствах, а не об 
аффинных, какова параллельность, и не о метрических 
свойствах, каковыми являются длина отрезка или вели- 
чина угла. 

Кроме названных еще и другие группы могут, конечно, 
находиться в связи с задачами элементарной геометрии. 
Так, например, знаменитая задача Аполлония, заклю- 
чающаяся в том, чтобы построить круг, который касался 
бы трех данных кругов, лежащих в одной плоскости, 
принадлежит к группе преобразований по- 
срещством обратных радиусов, поскольку мы 
ограничиваемёя точечными преобразованиями, так как 
свойство „быть кругом“, как и касание двух окружностей, 
инвариантно по отношению к этой группе. Сочетая друг 
с другом только что описанные виды классификаций, мы 
должны будем подразделять линейные задачи на проек- 
тивные, аффинные, метрические и т. д. точно так же, как 
и на задачи квадратичные, кубичныеи т. д. Отсюда ясно, 
что надо понимать под проективно-линейной или проек- 
тивно-квадратичной задачей. 


1) ВагугепзсНег Ка!Ки|, $ 139 и сл. 


Ф. Клейн. Элементарная математик 
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3. О построениях, выполнимых посредстве м 
наиболее употребительных чертежных 
инструментов 


Наиболее часто упоминаемыми механическими сред- 
ствами для решения задач на построение являются: 

а) линейка конечной длины с одним [рабочим] ребром 
(краем) и без шкалы; ь 

Ь) параллельная линейка (линейка с двумя параллель- 
ными [рабочими] ребрами (или „о двух краях“), без шкалы). 

с) линейка со шкалой или с двумя передвигающимися 
указателями, служащая для леренесения отрезков (54е- 
скепабейгарег); 

а) подвижной прямой угол; 

е) циркуль. 

Одной из задач теории построений является опреде- 
ление`области применимости [эффективности] отдельных 
инструментов или совокупности нескольких из них. Об 
относящихся сюда исследованиях можно прочесть в рефе- 
рате Зоммера или в уже упоминавшихся (см. стр. 349) 
книгах Эяриквеса и Адлера. Но в особенности заслужи- 
вает в этом отношении упоминания книга Валена (ТН. Уа- 
Меп) „Построения и приближения“ („КопзникНопеп ипа 
АрргохйпаНопеп“, Ге!рае 1911). Помимо линейных, квад- 
ратичных и кубичных построений в этой книге рассмат- 
риваются также высшие алгебраические и трансцендент- 
ные задачи, и, наконец, очень подробно приближенные 
построения Причем всюду, даже там, где речь идет о 
трансцендентных задачах, автор ограничивается примене- 
нием элементарных методов. Его намереннем как раз 
и является показать всю широту их применимости. Книга 
Валена с ее поразительно богатым содержаннем может 
служить для каждого учителя математики крайне обиль- 
ным источником импульсов в его работе. 

Приведем некоторые результаты из теории наиболее 
употребительных р ма а именно линейки, цир- 
куля и прямого угла. помощью одной только линейки 
можно решить все проективные задачи первой степени 
и только их. Если же хотят с помощью линейки разре- 
шить также и проективные задачи второй степени, то 
приходится взять на помощь в качестве дополнительного 
конструктивного средства “какое-нибудь наперед начер- 
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ченное коническое сечение К». Тогда, например, квадра- 
тичная задача нахождения точек пересечения любой пря- 
мой = с любым коническим сечением К решается так: 
сначала переводим посредством некоторого проектив- 
ного преобразования Ки & в К’=К, и в &". Это удается 
сделать с помощью одной только линейки. Пусть пря- 
мая 2’ пересекает № в точках А и Ву; последние 
являются отображением искомых точек пересечения А, В, 
которые можно определить опять-таки с помощью одной 
только линейки. Все линейные и квадратичные аффинные 
задачи можно разрешить с помощью одной только ли- 
нейки, если известен еще центр А’, а метрические задачи 
первого и второго порядка, — если, к тому же, прове- 
дены главные оси; ибо указание центра выделяет беско- 
нечно удаленную прямую из числа всех остальных прямых 
на плоскости, а главные оси задают еще и обе мнимые 
циклические точки. Поэтому оказывается возможным вы- 
полнить все построения, при которых играет роль инва- 
риантность этих образов, а это и есть, как раз, в пер- 
вом случае аффинные и во втором — метрические постро- 
ения. Так как в качестве конического сечения Ку можно, 
в частности, взять окружность, то в согласии с преды- 
дущим находится тот факт, что циркуль и линейка до- 
статочны для решения всех задач первой и второй степени, 
Но, как показал впервые Маскерони (Г. МазсНегоп!) 
в своей „Сеотеёа 4! сотраззо“ („Геометрия циркуля“), 1) 
можно обойтись и одним только циркулем. Доказательство, 
вскрывающее более глубокое основание этого факта, при- 
надлежит Адлеру; суть его сводится к доказательству 
того, что всякое преобразование обратными радиусами 
может быть выполнено одним только циркулем. Всякую 
фигуру Ё, для построения которой необходимы прямые 
и круги, с помощью такого преобразования можно заме- 
нить фигурой РА’, для вычерчивания которой достаточно 
одних кругов. С помощью обратного преобразования 
можно Р’ перевести в А, пользуясь только циркулем. На- 
конец, можно, как подробнее изложено в вышеприведен- 
ных сочинениях, заменить циркуль подвижным прямым 


1) Рама 1797. Немецкое издание 4. Р. Огизоп, Вей т 1825. [Сушествует 
и французский перевод: „СвошёЧе 4и Сотраз“, Раз Ап. М1, 1798.] 
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углом. Поэтому теория линейных и квадратичных постро- 
ений не дает никаких оснований предпочитать циркуль 
прямому углу в том смысле, будто только решения, по- 
лученные с помощью циркуля, могут считаться строгими. 
Исключительно соображение практического характера, 
состоящее в том, что с циркулем можно работать точнее 
в механическом смысле, чем с прямым углом, может 
быть учтено как аргумент в пользу предпочтения 
циркуля. 

В противоположность этому по отношению к задачам 
третьей и четвертой степени приходится констатировать 
большие преимущества прямого угла перед циркулем. 
В то время как эти задачи невозможно решить ни с по- 
мощью одного циркуля, ни при одновременном употреб- 
лении нескольких циркулей, они допускают решение 
с помощью прямых углов. Докажем последнее утвер- 
ждение '). 

Аналнтически задача четвертого порядка приводит 
к одному или нескольким алгебраическим уравнениям 
четвертой степени с одним неизвестным. Определение 
корней уравнения четвертой степени можно свести к ре- 
шению уравнения третьей степени. Поэтому достаточно 
показать, что всякое алгебраическое уравнение третьей 
степени с одним неизвестным может быть геометрически 
решено с помощью подвижного прямого угла. Для этого 
достаточно обратиться к известному из теории графичес- 
ких методов способу Лилла (14!) решения алге- 
браических уравнений. Пусть упомянутое уравне- 
ние приведено к виду 1-х + ах? + азх + аз =0. Выберем 
единицу длины и представим коэфициенты ат, а», аз в виде 
отрезков. После этого начертим т 150) прямоугольную 
ломаную АВСОЕ, у которой АВ==1, .ВС ==а,, Р=а. 
и ДЕ=а.. Направление АВ произвольно, а направление 
других отрезков мы выбираем по следующему правилу: 
переходя от одного отрезка к другому, делаем поворот 
(на прямой угол) вправо, если изображаемые ими коэфи- 
циенты имеют одинаковые знаки, и влево, если эти знаки 
противоположны. Откладываем на ВС отрезок РВ =х, 


1) Дальше по Адлеру, |. с., стр. 259 м сл. немецкого орнгинала 
{стр. 253 и сл. русского издания 1910 г. „Матезис“]. 
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тая за положительное то направ- 
я путем поворачивания вправо 
строим. ломаную АРСН с пря- 
и (, причем С лежит на ОС, 
а Н на ОЕ. Утверждаем, что мера (длина, измеренная 
принятой единицей длины НЕ, 
взятая с соответствующим знаком, 
равна тому значению, которое при- 
нимает функция 


у= х3 + ах? + ах @ 


оканчивающийся в В, счи 
ление, которое получаетс 
от АВ на прямой угол, и 

мыми углами при Ги пр 


при выбранном значении х. Дей- 
ствительно, если за положительное 
направление мы будем принимать 
всегда направление, получаемое из 
АВ последовательным вращением 
направо, то имеем: 


ЕС = ха, 


СС =х(х + а,) = № ал, 


Рис. 150. 


т. е. треугольник АВЕ подобен 
треугольнику РСС, 
@р = + ах + а», 

НБ = х (х* + а,х + а) = х3 | ах? ах, 

так как треугольники СОН и АВЕ подобны. 
Наконец, из равенства, 
НЕ = НЬ— ЕБ = НО+ ОЕ 
следует: 
НЕ == х8 + ах? + ах + аз. 


Чтобы решить уравнение, строим такие ломаные, для 
которых Н совпадало бы с Е (пунктирная ломаная на на- 
шем чертеже), затем определяем меру и знак получае- 
мого при этом отрезка РВ. Но такую „разрешающую 
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“ 
та можно сразу найти с помощью двух подвиж- 
ры углов. Этим и доказана наша теорема 1). 
а ованию ограничения конструктивных средств 
р › исходя из геометрических соображений, Стюди 
с , и т а выше задаче Аполло- 
„Ма. Апп.“, Ва. 49, 1897). М | 
: . Мы уже отме- 
Зы задача принадлежит к группе обо. 
ыми радиусами. Допуская 
однозначные точечны - он 
е преобразования 
обозначим через С о 
наибольшую группу, к : 
дит соприкасающиеся ое 
круги снова в сопри 
в рикасающиеся. 
И. а к С проблеме Аполлония эквивалентна 
т : даны три окружности К\,, К’‚, К’ на сфере К” 
ие ие круги на этой сфере, которые ка- 
и „А, А, Действительно, для трех окружно- 
к а К и для касающихся их кругов 
дыскать такое преобразо 
надлежащее С, которо | ров 
е переводит круги без 
=. штрихов в 
и еь РИ Плоскости К ие. при 
НЫ ти . Требование Стюди состоит в том, чтобы 
а е решение плоской проблемы, которое можно 
а — шаг за шагом, перенести на равносильную ей 
иди проблему. В таком случае могут быть 
‚› естественно, только такие с 
Е едства по- 
а которые инвариантны по Вене к (. Про- 
мых т. е. употребление линейки, при этом 
А как и употребление циркуля, так как иентр 
ЕО а ‚С ним инвариантным по отношению к 
м р ое круга не переходит в 
руга. Но зато позволит 
ь олительно 
о с помощью которых можно про- 
рез данные трн точки А, В, С. 
как а. 
= т. преобразовання подобная окружность перей- 
о окружность, проходящую через соответ- 
не и А’, В’, С’. В качестве такого инстру- 
ыло бы предложить угол, раствор которого 
а 
?) Применнмость мего 
да Лилла к алгебран } 
т ическим 
ени очевидна. Подробности можно али уу. а ра 


АпайузБ, 2. АиН. 1.1 
ы . 215 1923 
математических Вычисжений, сы, Е ыыы 
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можно фиксировать по желанию. Сперва его нужно было 
бы установить так, чтобы его вершина совпала, например, 
с точкой С, а стороны проходили через А и В. Потом 
нужно было бы перемещать С так, чтобы АиЁ все 
время оставались на сторонах угла. Тогда точка С, со- 
гласно теореме о вписанных‘ углах, описала бы искомую 
окружность. Но этот инструмент можно употреблять 
только в том случае, если имеется часть плоскости, со- 
держащей окружность. Для пространственных же построе- 
ний, как, например, на сфере, он непригоден. От этого 
недостатка свободна гибкая круговая линейка (Кте1зШпеа1) 
П. Чебышева. Она состоит из длинной очень эластичной 
стальной полоски, задняя сторона которой имеет цепь 
соединенных между собой звеньев. Если весь прибор 
согнуть, то звенья цепи образуют правильный много- 
угольник, который кзсается прилегающей к нему полосы. 
Описание этой линейки, которая первоначально была 
придумана для черчения дуг окружностей с очень малой 
кривизной, имеется в одной работе Гельмерта (Е. Не!- 
те!) 1). ‚ 

Мы упомянули об этом инструменте, чтобы показать, 
как чисто теоретические требования при известных об- 
стоятельствах наводят на мысль о совсем иных инстру- 
ментах, чем циркуль и линейка. Если применить требо- 
вание Стюди к пооективной, аффинной и метрической 
группам, то окажется, что инвариантным чертежным ин- 
струментом по отношению к метрической группе является 
линейка, циркуль с фиксированным раствором, прямой 
угол и вообще всякое твердое подвижное тело, а для 
аффинной и проективной группы из всех выше назван- 
ных инструментов одна только линейка. И здесь снова 
циркуль никоим образом не имеет преимущества перед 
прямым углом. Итак, резюмируя, можно сказать, что нет 
каких-либо основательных причин ограничиваться при 
построениях линейкой и циркулем, исключая, следова- 
тельно, подвижный прямой угол. Практика черчения 
тоже не дает для этого никаких оснований, так как 


1) „Дейзсьий г Уегтеззипязмезет“, т. УТ, стр. 147 и сл., 1877. Во-- 
прос о том, являегся ли круговая лннейка практическн пригодной 
для построений на суере, остается открытым. 
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она требует как раз возможно. большей свободы в упо- 
треблении инструментдь. 

Имеется множество других инструментов для по- 
строения кривых высших порядков, которые в теории 
все правильны, но практически страдают от всевозмож- 
ных источников ошибок. В теории графических методов 
мы встречаем наряду со старыми средствами построений 
чрезвычайно широкое использование трансцендентных 
кривых и всевозможных преобразований. Также и для 
различных сортов координатной бумаги, которая при 
этом применяется, следовало бы указать область их кон- 
структивной применимости. О богатстве номографических 
методов можно прочесть в обзоре Люкея (Р. Гискеу) 
-„Анаморфоза и номографический порядок“ (Бе Уегзе- 
скипа (Апатогрвозе) ип@ 4 е пото: ар№зспе Ог4пипе) в 
4 томе (1924) журнала „Дейзсвий г апоемап@е Майе- 
танк цп@ Месвапик“. Нематематическими инструментами 
в общем и целом являются так называемые лекала тех- 
ников, т. е. ограниченные случайными контурами плоские 
листы, причем чертежник всегда использует ту часть их 
контура, которая представляет, повидимому, наиболее 
подходящее для его целей решение. 


4. О применении преобразований для упрощения 
геометрических задач 


Один из методов решения геометрических задач, ве- 
дущих часто к цели, состоит в том, что данную задачу с 
помощью соответствующего преобразования сводят к бо- 
лее простой и, решив последнюю с помощью обратного 
преобразования, возвращаются снова к первоначальной 
задаче. Разумеется, преобразование не должно изменять 
существенных для задачи свойств фигуры. В изложениях 
предназначенных для школы наряду с главной группой 
особенно часто применяют группу преобразований обрат- 
ными радиусами. Очень изящное собрание примеров 
этого рода представляет томик Кэрста (В. Кегз из Ма- 
тематико-физической библиотеки 1). 


Е 

1) КегзЬ МеНю4еп хиг 165 ипр веотезеНег АшваБе (Методы ре- 
шения г. ометрических задач) Г.ефрар 1916. [Библиотечка, которую имеет 
в виду Клейн, рассчитана на Учащихся средней школы, выходит под 
общей редакцией Лицмана н Виттинга.] 
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Напротив, аффинные и проективные группы Е 
няются преимущественно в книгах по начертательно 
геометрии. В школьном преподавании мало обращают 
внимания или во всяком случае не в достаточной степени 
подчеркивают преобразования расширения [всесторон- 
него увеличения размеров] (ОЙа{аНоп). Оно применяется 
в некоторых решениях Аполлониевой задачи о ка- 
сании и в совершенно элементарной задаче о проведении 
общих касательных к двум кругам. Чтобы правильно его. 
понять, необходимо ввести понятия 0б „ориентиро- 
ванной окружности“ и „ориентированной 
прямой“. Ориентированной окружностью, или циклом 


=. 


Рис. 151. Рис, 152. 


называют окружность с определенным а об: 
хода. Ее радиус считают положительным, если обход со: 
вершается против часовой стрелки, в противном случае — 

отрицательным. Каждая окружность является носитель- 
ницей двух циклов. Ориентированная прямая, называемая 
также пикой (5реег), представляет собой неограничен- 
ную прямую с определенным направлением движения 
вдоль нее. Каждая прямая является носительницей двух 
пик. Ориентированную окружность можно представить 
себе как огибающую семейства пик. Две одинаково 
ориентированные окружности, из которых ни одна не 
лежит [целиком] внутри другой, имеют общими внешними 
касательными только две пики (рнс. 151}. Две противо- 
положно. ориентированные окружности, которые не пе- 
ресекаются и лежат одна вне другой имеют только ие 
пики общими внутренними касательными (рис. 152). При 
взгляде на прилагаемые чертежи тотчас приходят в го- 
лову соединенные ремнями шкивы, которые вращаются 
в одну и ту же сторону, если ремни изображают внеш- 
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ние касательные, и в противоположные стороны, если 
ремни перекрещиваются, т. е. образуют внутренние каса- 
тельные, Под направлением, перпендикулярным к какой- 
нибудь пике, мы будем понимать направление той пики, 
в которую перейдет данная пика, если ее повернуть про- 


п 
тив часовой стрелки на = Вокруг какой-либо ее точки. 


|Мы определим теперь „расширение“ (ОПаНоп), как 
такое преобразование касания (ВегаНгипезган“‘огтаНоп), 
\при котором все ‘пики перемещаются параллельно 
‘самим себе в нормальном к ним направлении на одно 
и то же расстояние а. Ясно, что это преобразование пе- 
реводит ориентированную окружность радиуса гв кон- 
центрическую с нею 
окружность радиуса г — а; 
новая окружность имеет 
одинаковое с первою или 
противоположное ей напра- 
вление обхода, смотря по 
тому, имеют ли га иг 
одинаковые или противо- 
положные знаки. Те два 
цикла, на которые распадается [всякая] окружность, 
раздваиваются: один из них стягивается, а другой растя- 
гивается. Если радиус какого-нибудь цикла увеличивается 
на величину расширения а, то радиусы всех одинаково’ с 
ним ориентированных циклов тоже увеличиваются на ту 
же величину а, тогда как радиусы противоположно ориен- 
тированных циклов уменьшаются на ту же величину. 
Далее, сохраняется соприкосновение между двумя цик- 
лами или между циклом и пикой, если на общем обеим 
фигурам линейном элементе они определяют одинаковое 
направление движения. Что расширения образуют группу, 
это непосредственно ясно. После этих подготовитель- 
ных замечаний, задача о проведении общих внешних 
касательных к двум окружностям с радиусами г: и г» 
представляется в следующем виде (рис. 153). Приписы- 
ваем обеим окружностям положительное направление 
обхода, подвергаем их расширению, величина которого 
равна радиусу у, меньшего круга и которое заставляет 
обе окружности стянуться. Меньшая из двух окружностей 


Рис. 153. 
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аревращается в свой центр, а большая, сохраняя свой 
центр, переходит в окружность радиуса /,—г1. Этим пер- 
воначальная задача сводится к более простой: провести 
касательные к окружности из данной точки. Если она 
решена, то новое расширение, обратное первому, приво- 
дит к цели. Если же надо построить внутренние каса- 
тельные к двум окружностям, то приписываем им проти- 
воположные направления обхода и подвергаем их такому 
расширению, при котором меньшая окружность превра- 
щается в свой центр. Ббльшая превращается при этом в 
окружность с радиусом 
г. -Е го, если г,, Г. обозна- . 
чают абсолютные вели- / 
чины радиусов (рис. 154). Г 
Чертеж, дающий ре- 
шение задачи Аполлония, 
тоже принадлежит к груп- 
пе расширений, если за- 
менить входящие в него 
окружности их циклами. 
Эго не стоит в противо- 
речии с нашим прежним замечанием, согласно кото- 
рому группа преобразований обратными радиусами 
является наибольшей [г. е. самой обширной], которая 
переводит соприкасающиеся окружности опять в сопри- 
касающиеся же окружности. А именно, говоря это, мы 
ограничивались взаимно однозначными точечными пре- 
образованиями. Расширение же не является взаимно 
однозначным точечным преобразованием, так как при нем 
точке соответствует окружность; оно скорее является 
взаимно однозначным преобразованием направленных ли- 
нейных элементов. Посредством соответствующего рас- 
ширения можно задачу Аполлония свести к такей более 
простой: построить все окружности, которые. касались 
бы двух данных кругов и проходили через данную точку. 


Рис. 154. 


5. Новейшая литература по вопросу о проведении 
эрлангенской программы 


С точки зрения теории групп преобразований, то, что 


обычно относят к элементарной геометрии, представляет 
пеструю смесь, составленную из отдельных частей очень 
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различных геометрий. Наряду с главной группой мы 
встречаем там, например, группы аффинных и проектив: 
ных преобразований, инверсий и расширений. При этом 
очень отчетливс выступают отчасти некоторые подгруппы 
только что названных групп. Так, наряду с группами 
параллельных сдвигов и вращений вокруг точки, фигу- 
рирует подгруппа аффинных преобразований, сохраняю- 
щих площади, которая охватывает теорию равенства 
площадей плоских многоугольников с соответствующими 
теоремами, в том числе теоремами о дополнительных 
параллелограмах и о равенстве площадей треугольников 
с равными основаниями и высотами. Одно из требований 
эрлангенской программы состоит в том, чтобы отделить 
друг от друга эти разнородные составные части элемен- 
тарной геометрии и развивать каждую саму по себе. По 
отношению к аффинной группе уже Мёбиус !) форму- 
лирует эту цель, после того как он перечислил некоторые 
основные положения аффинной геометрии, в следующих 
ясных словах: „Нельзя было бы назвать нецелесообраз- 
ной попытку, исходя из этих простых предложений как 
основных положений, по возможности. полно вывести 
общие свойства, которые хотя и встречаются в геоме- 
трических сочинениях в большом количестве, но переме- 
шаны там с другими, более специальными свойствами и 
часто доказываются посредством чуждых вспомогатель- 
ных средств как тригонометрические формулы и т. п., 
систематически их упорядочить и, таким образом, воз- 
вести собственное отдельное геометрическое здание без 
меры углов и Мав1${ег МаШезеоз *). Самостояте-ьное 
в этом смысле развитие аффинной геометрии находим в 
курсе аналитической геометрии Гефтера (1. НеШег) и 
Кёлера (С. КбШег)з). В. Блашке (\/. В!азспке) и другие 
создалн в последнее время аффинную, а именно, преиму- 
щественно сохраняющую площади диференциальную гео- 
метрию. Связное изложение этих исследований содержится 
во втором томе диференциальной геометрии Блашке 4). 


1) МЫБ1ц$, Сезаттейе \Уегке, Ва. 1, стр. 392 и сл, 
3) Имеется в виду теорема Пифагора. 
3) Ва. 1, Герая 1905; ВЧ. 11, 1923. 
Е 1 ая ЯБег ОН{егепйа]сеоте{пе, Ва. 1, 2. Аий., В:еЙт 1924 
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„неоднородной“ массы ить 
ной геометрии с точек зрения, развитых ое 
программе, проводится в книге Бека. (Н. Вес Рано 
па‘епаеотее“ 1). Мы хотели бы обратить ваше а 

внимание на эту ценную, богатую новыми Ее - нал 
которая возникла на почве исследований Стюди и 
учеников. Новейшие обобщения всего плана, а 
ного в эрлангенской программе, выходят ый и 

границ тех теорий, которые трактуются в это Е 


Задача разъяснения 


6. К начертательной геометрия 


Имеется большое количество новых сочинений по те 
чертательной геометрии. Отметим м о 
Э. Мюллера (Е. МаПег) ) и Г. Шефферса (С. 5с С 
Бесспорным ярляется значение начертательной т 
для техники и в педагогическом отношении для развит ы 
геометрической интуиции. Но многие математики Я 
ее наукой закостеневшей, они видят в ней Ее 
которая перестала ставить перед и по 
которая достигла конца своего развития. Аотя В и 
некоторого времени и могло казаться, что подо м 
взгляд верен, то теперь, в особенности, благодаря — —. 
там итальянских и австрийских геометров, его ду < 
паривать. В Австрии —это только что названны ей р 
лер, преподающий в Венской высшей техническо и 
который при поддержке многочисленных уче оВ т 
по новым путям в начертательной геометрии. 'одро я 
отчет об этом дает Э. Круппа (Е. Кирра) в Е 
{1924) журнала „Дейзсвий г апоемап{е Ма ета т 
Меснап!:“. Цель книги „Линейные отображения и з 
Мпеа!еп АБЪ!4ипееп“), которую издали ие ке 
лер и Круппа, как раз и заключается в том, чтобы вскр у 
наиболее общие принципы, под которые можно под 
вести методы начертательной геометрии, рассматривая 
их с возможно более высоких геометрических точек 


зрения. 


1) Вейш 1919. 
:] 3 тома, 2-е и 3-е изд., Герар 1920. 
3) 2 тома. Вейш 1919 и 1920. 
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7. Правило Непераи Реп { аргм та т 1:11 сит 


Правило Непера служит, как известно, для решения 
прямоугольных сферических треугольников эйлерова 
типа (т. е. сферических треугольников в элементарном 
понимании; см. т. [ стр. 263 (288). Оно формулируется 


п 
так: представим себе пять отличных от > элементов пря- 


моугольного сферического треугольника выписанными 
в виде цикла (т. е. по кругу) в порядке, соответствую- 
щем их естественному расположению |в треугольнике], 


заменяя при этом катеты их дополнениями [до $ ис. 155); 


с тогда, во-первых, косинус какого-либо- 
элемента равен произведению синусов 
не соседних с ним элементов, и, во-вто- 
рых, он равен произведению котанген- 
сов Прилегающих $ ему [соседних с ним] 
элементов. 

Рис, 155 соответствует треугольнику 
АВС, у которого угол С прямой. Пять 


т ® 
элементов с, В, 2 —% 5—6, а, которые 


Непер назвал „циркулярными“ (или кру- 
говыми), написаны у углов правильного пятиугольника 
в том порядке, который получится, если обойти треугольник 
в направлении, противоположном движению часовой стрел- 
ки. Рис. 155 тоже надо обходить против часовой стрелки; 
гипотенуза с отмечена указателем (стрелкой), проведенным 
из центра пятиугольника. При обычном преподавании 
правило Непера является просто мнемоническим правилом. 
Не приходит даже в голову спросить себя, не является 
ли оно выражением некоторой геометрической закономер- 
ности. После того как вывезены 10 формул, относящихся 
к прямоугольному сферическому треугольнику, это ира- 
вило просто заучивается для более легкого усвоения этой 
группы формул. Такой способ изложения проходит мимо 
изящных н легко понятных со.бражений Непера, остав- 
ляя их без внимания. В своей книге «Мис! [овагИто- 
гит Сапоп!$ РезсирНо“ [„Описание чудесного канона 
(правила) логарифмов“], 1619 (кн. #1, гл. 1\, стр. 30 и сл.) 
Непер получает свое правило из следующей фигуры. 

< 


Рис. 155. 
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Пусть АВС будет снова сферический НИ п. 
мым углом при С. (Ср. рис. 156, который Е р 
жать стереографическую проекцию ОУ а и 
большие круги, на которых лежат катеты и тЫ ре 
#1 и Ё», а большой круг гипотенузы АВ по при т а 
торая сейчас выяснится, через №. Построим Е ия 
больших круга, для которых концы О р 
полюсами, обозначая круг, ин ны мы 
а принадлежащий В — через А. Тогда круги №1 и № 
ресекутся в С, круги А и № в Р, н 
д идвК, и Ь ВО, № н № 
в Н— все под прямыми углами. 
Таким образом получится замкнутая 
сама в себе цепь из пяти пря-. 
моугольных треугольников [пяти- 
угольников САВ, ОЕА,... нашего 
рисунка], прямые углы которых 
лежат при точках С, Д, Р, Н и К, 
а гипотенузы образуют пятиуголь- 
ник АЕСУВ. 

Благодаря своим замечательным 

твам этот пятиугольник и на- 
а и реаотаа ИсИН (чулесная па 
т. е. пятиугольная звезда); о она привлека 
многократно внимание Гаусса 1). 

ь и что все вершины углов названного Вии: 
угольника являются полюсами больших кругов Ар. ны 
а именно в силу самого построения А есть полюс . 
В — полюс А; кроме того, Е как точка а 
кругов Аз и №», образующих с А; прямой угол, ой Н 
люсом №1; ‘точно так же С есть полюс А, а /— о В 
Отсюда следует, что все стороны ВД, СЕ, АК, , ‚ 


Е) СК, НВ, /С, КА равны 5 Поэтому тре- 


угольник АДЕ можно построить из АВС, продолжая типо 
тенузу ВА и катет СА последнего на величину их допол 


Рис. 156. 


каждая. 


нений до 5. Последовательно применяя этот 


р дате ЕС обе . 

1) Ср. в Слиз$, Сезаштеце \МегКе, Ва. УШ, стр. 112 и схл., 
ще 1960, замечания Фрикке (ЕисКе) к 11 отрывкам, относящимся 
к пентраграмме. 
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прием, можно из исходного треугольника 
получить всю цепь треугольников. 

Вернемся опять к циклическому расположению цирку- 
лярных элемёнтов треугольника АВС на рис. 155. Вычис- 
лим теперь циркулярные элементы треугольника АДЕ из 
соответствующих элементов треугольника АВС. Имеем: 


р) 


Далее (представляем себе ЕР продолженным за точку 
Р до пересечения с ВС по ту сторону С): 


2 АЕБ => —а; ь 


Если мы выпишем циркулярные элементы треугольника 
АРЕ аналогично тому, как мы поступили с АВС, то мы 
снова получим с точностью до положения указателя 
(стрелки) гипотенузы фигуру рис. 155. Последователь- 
ность и величина циркулярных элементов при этом не 
изменилась, только их значение (смысл) стало другим. 
Принимая во вниминие то, что каждый из треугольников, 
следующих за треугольником АДЕ, стоит в таком же 
отношении к своему предылущему, как АДЕ к АВС, мо- 
жем высказать теорему: фигура рис. 155 инвари- 
антна, если не принимать во внимание поло- 
жения указателя гипотенузы, по отношению 
к группе операций, которые переводят какой- 
либо из треугольников цепи, изображенной 
на рис. 156, в другой треугольник той же 
самой цепи. 

Получением такой простой связи мы обязаны суще- 
ственным образом тому обстоятельству, что циркуляр- 
ными элементами выбраны дополнения кате- 
тов, а не сами катеты1). Отметим еще раз, что все 
треугольники должно обходить в одинаковом направле- 


*) Можно так же, как делает сам Непер, взять за циркулярные эле- 
менты катеты и дополнения гипотенузы и ирияежащих к ней углов. 
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Наконец, принимая во внимание значение элемен- 


я, а рис. 155 


ы н 
тов, констатируем, что указатель гипотенуз т ыЕ 
поворачивается в положительном направлении на "о 


при переходе от АВС к АБЕ (рис. 157); 

то же самое будет при переходе от 

АДЕ к ЕРДО. Поэтому, если двигаться 

вдоль цепи треугольников, то каждый р 

из циркулярных элементов АВС будет 

один раз гипотенузой, два раза допол- 

нением катета и два раза острым углом. 

Пятью сторонами Решартатита пийНсит 22 |, 
служат — правда, в измененном  по- 

рядке —пять циркулярных элементов. 
Если мы вывели для АВС формулу 


Рис. 157. 


о ® У 
с0$ С = 91 (5 -- 2 ‚т ( > — 5}, 
то в силу изложенного все пять ‚формул выра- 
жаются этой одной, так как свойство быть гипоте- 
нузой или катетом оказывается случайным и только 
соотношения расположения (порядка) являются суще- 
ственными. То же относится к формуле 


0$ — сеа- с В, 


которая получается исключением из некоторых из пя 
предыдущих формул. Если рассматривать буквы на рис. 

как неподвижные, а пятиугольник как вращающийся вокруг 
своего центра вместе с указателем гипотенузы как одно 
целое, то можно рассматривать группу операций, кото 
рые преобразуют один из треугольников нашей цепи 
в другой в виде группы прений, при которых пяти- 

ьник переходит сам в : 

и не Е строго изложения а Но 
один момент в изложении Непера кажется нам осо ры 
достойным внимания, и поэтому мы не должны пройти 
мимо него. Мы имеем в виду тот способ, каким Непер 
отыскивает свою фигуру на небе. Он исходит с этой 
целью из треугольника — полюс, точка севера и заходящее 
Солнце, — который прямоуголен при точке севера [так как 
точка севера есть пересечение большого круга, проходя- 


7 
Ф. Клейн, Элемептартая математика. 2 


® 
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щего через зенит и полюс, с горизонтом]. Если на рис. 155 
В означает полюс, С —точку севера, А — место захо- 
дящего Солнца, то большим кругом А, будет служить 
меридиан места, кругом А. — горизонт, А. — меридиан 
Солнца, А; — небесный экватор, &, — большой круг, полю- 
сом которого является Солнце и который для краткости 
назовем „сопутствующим кругом“ (ВевейКге!з, Солнца. 
Тогда Регш{аэтапипа пийЙсит будет иметь своими угло- 
выми точками: заходящее Солнце, точку запада, точку 
пересечения небесного экватора с сопутствующим кругом 
Солица, зенит и полюс. Наш рисунок предполагает при 
этом, что Солнце имеет северное склонение. 


ДОБАВЛЕНИЕ П 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
О ПРЕПОДАВАНИИ ГЕОМЕТРИИ 
В ОТДЕЛЬНЫХ СТРАНАХ 


Заключительная глава, посвященная преподаванию 
геометрии, была написана около 1908 г., как раз перед 
началом работ „Интернациональной комиссии по препо- 
даванию математики“, сокращенно называемой пик '). 
После того, как с началом войны прекратились факти- 
чески работы этой комиссин, почти во всех культурных 
странах произошли глубокие преобразования в учебном 
деле. Казалось бы, из этого следует заключить, что все 
материалы Интернациональной комиссии должны быть 
оставлены в стороне как устаревшие. Однако мы при- 
дорживаемся того убеждения, что в боль!!инстве отчетов 
[шик слишком богато идеямн, которые имеют непереходя- 
ще> значение, чтобы можно было хотя бы в отдаленней- 
шей степени согласиться с таким мнением. 

Очень трудно, особенно в отношении иностранных 
государств, изобразить все, происшедшее в области пре- 
подувания за время после работ ПпиКк. Нелегко раздобыть 
достаточные материалы для надежного суждения о новых 


\ 


1) [Слово „тик“ образовано из первых букв слов в немецком назва- 
нин комиссии: [л{егпайопа!е Матета{зене Ошщегисн(з- Коти: $101. | 
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движениях в различных странах, хотя бы уже потому, 
что многое все еще находится в состоянии изменения. 
Поэтому мы в последующем ограничимся сообщением 
отдельных фактов, которые нам кажутся существенными, 
знанием которых мы обязаны или пик, или случаю. 

Однако отм‹тим сразу же одну типичную черту в но- 
вейшем развитии этих вещей. Она состоит в том, что 
широкие круги теперь много ниже ценят математику и 
естественные науки по сравнению с родным языком, ли- 
тературой, историей и искусством в смысле образователь- 
ного элемента вообще. Правда, с точки зрения современ- 
ной ситуации можно было бы ожидать как раз противо- 
положного, так как с указанными отраслями науки 
неразрывно связана техника, колоссальное значение кото» 
рой для жизни народов — для обороны страны во время 
войны, для благосостояния во время мира, которое впер- 
вые делает возможной любую культурную работу — ни- 
когда не проникало так настойчиво в сознание людей, 
как в наше время, Но возможно, что те грандиозные 
размеры, в которых происходило и теперь еще проис- 
ходит вторжение техники по сравнению с душевною 
силою и способностью восприятия большинства людей 
дали для большинства слишком много технического эле- 
мента и привели к пресыщению. Таким образом движение, 
враждебное математике и естественным наукам, которое 
проявляется во всех странах, принимавших участие 
в войне, может быть объяснено, по крайней мере частично, 
как явление утомления. 

Во Франции это настроение привело в 1923 г. к ре- 
форме министра просвещения Бегара (Вегага), который 
ввел для первых четырех лет обучения во всех средних 
учебных заведениях латынь, как обязательный предмет, 
желая этим уничтожить школы чисто реального типа. 
С этой реформой особенно боролись депутаты палаты 
Эррио (Него), Пенлевэ (РайИеуё} и Лейг (Ееурпез). Пен- 
левэ, известчый французский математик, а Лейг — министр, 
проведший реформу преподавания 1902 г. Эррио, когда 
он стал премьер-министром, восстановил по существу 
старое положение вещей, признающее среднюю школу 
без латыни равноправно с другими типами школы. Очень 
печальным кажется нам положение преподавания мате. 

21* 
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матики и особенно естественных наук в итальянских 
школах. Там, согласно плану, осуществленному приказом 
фашистского министра Джентиле (СепШе), имеется ряд 
типов школ, в которых прн малом количестве математики 
естественные науки вообще не преподаются. О недоста. 
точном внимании, которое оказала нашим специальностям 
прусская школьная фо иь мы говорили уже раньше 
(см. т. Ь, стр. 401). Повидимому, совсем другого мнения 
чем то, какое одержало верх при составлении прусской 
школьной реформы, придерживается в этом отношении 
государственный канцлер Лютер (Ги пег). Его речь на от- 
крытии Немецкого музея в Мюнхене была неограниченным 
основанным на сильном внутреннем убеждении призна" 
нием значения и достоинства технической работы. 

_В России указанные специальности пользуются чрез- 
вычайно высокой оценкой, правда, лишь постольку, 
поскольку они стоят явным образом в тесной связи 
с вопросами практической жизни. Об этом, а также 
о выше названных реформах можно найти кое-что в из- 
дании, выпущенном нашим имперским министерством 
внутренних дел под названием „Европейские реформы 
преподавания послевоенного периода“ 1). Относительно 


‚ отмененной теперь французской реформы преподавания 


1923 г. имеем 


отчет самого Берара о прениях, как 
имели место во французской аи В ТА в Е: 
с его предложениями 2). 

Постановления, касающиеся итальянской реформы, 
собраны в одном томе, изданном Итальянским министер- 
ством просвещения в 1924 г. под названием „( обрание 
правил и уставов, касающихся организации преподавания 
в средней школе ?). В нижеследующих замечаниях по 
ее ие органичимся, как и в нашей 

: льной гла. 
РА ве, Англией, Францией, Италией и 

Начнем собсуждения английских школьных отнощений. 


‚® 1) „Виторзеве ОщегисЬ те огтеп зе! а 1ере“ 1 

ит и Чез ппеги, Гарая 1924. мы 
2) Геоп гага, Р Та г6 1 е 

ао онг 1а гёюгие с!аззщие Че Репзаепетеп( 5е- 


з) „КассоНа 4! М г ог , : 
а Ка те е Кево!атепа! зи!’Огпатешо ей’ тилюпе 


АНГЛИЯ 421 


1. Англия 


По вопросу о школьном ‘деле в Англии мы имеем ра- 
боты английской подкомиссии Пик, которые изданы в 
двух томах под названием „Преподавание математики в 
Соединенном королевстве“*), а также сдин немецкий отчет 
|пыК, составленный Г. Вольфом (@. \о!!) 2). Из последнего 
мы заимствуем прежде всего факт большой сложностн 
и запутанности в организации английского школьного 
дела. „Мне рассказывали — очень характерно замечает 
Вольф на стр. 24 своего отчета — о том, как инспектора 
должны были обревизовать какую-то школу. Директор и 
учителя должны были представить инспекции точный 
отчет об организации школы и о распределении в ней учеб- 
ного материала. Несмотря на это, инспектора едва могли 
ориентироваться и только на третий день дело начало 
проясняться“. Почти полная независимость отдельных школ 
от центральной правительственной власти позволяет в 
незнакомых нам размерах приспособлять их организацию 
к индивидуальным потребностям ученнков. Так, многие 
средние школы наряду с общим первым концентром имеют 
по нескольку отделений (уклонов) во втором концен- 
гре. В качестве таких отделений встречаем обычно „клас- 
сическое“, отяеление ({1е с!аз$1са1 з14е) с латынью и гречес- 
ким, „современное“ отделение ({!е шо4егп $14е) с фран- 
цузским и немецким и научное отделение ({е зс1епсе 514е) 
с упором на математику и естествознание. Возможность 
перехода от одного уклона к другому облегчается осо- 
быми мероприятиями. Если есть параллельные классы, то 
часто проводится обособление более одаренных. Кроме 
того, более одаренным предоставлена возможность, путем 
переводов каждые полгода или даже каждую треть года, 


1) Вот точное название: Воага о! Е4ицсайоп — брес!а| Керот($ оп 
ЕацсаНопа! ЗаЪ]есё5, Уошше 26 ап4 27, Тне ТеасЬтя о! Маета{св в 
Ше ОпНеа Кшаадот. Вет а зепез о Рарег$ ргераге@ Гог{Не пцегпаНопа! 
Сотилиззюп оп Че ТеасНшя оЁ Маетавс$. Рам 1 апа Рай 1. 1лолдоп, 
риБ5ВейЯ Бу 15$ Ма]еу’; ЗаНопагу ОНке 1912. [Можно выписать через 
\\утап ап 5опез.| 

2) 9. \Мо!1Ь Оег татетаНзсве ОщетисвЕ 4ег Пбвегеп КпаБепзсНи- 
{еп м ыь ВенсМе ипа МШейапреп, уегап!а$$ё Фигсв @е п\егпаЮ- 
па1е МапетаНзсне Ощегис5-Котпизуют, Рене Роше, И, Терир 
1915. 
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и вперед быстрее других. При переводах не 
ны и. из класса в класс по всем пред 
менно. Так, ученик мо - 
жег на к 
и ах мате- 
ПАТИ ет в другом классе, чем` на и ме 
а т и передвижения, требование 
р о выставляют для 
школ, в Ачглии уже дав р. 
. но царит неогран 
и раниченно. Одн 
Но противостоит ое ви 
е свободы в способах т 
ведения п Е 
вания, которое коренится та 
главным образом в 
ь у двух факт 
ии в цен рализации экзаменов, о тов ы т 
в рили, и в недостаточной научной и педагогической 
подготовленности большого процента учителей, пре 
тие в средних школах Англии. Е 
Е а ыы находится то обстоятельство 
о пользу реформы преподавания матема- 
а делает лишь очень медленные успехи. Все 
а целом, Евклид остается стандартным ру- 
АНА а при преподавании геометрии 
- т себя знать влияние Е 
значения стереометрии, Е о ох 
т вклид уделил ей м 
и на подобном же пол‹ ни 
ожении падчерицы н: 
вследствие этого при ооо 
а п | 
и р реподаванин в большинстве анг- 
И ` 
ар ею роль в современной ис- 
) Е атематики, мы выдел 
ыы ; ыделили на стр. 355 
а и Бранфорда. Радикальная программа ры 
ря стороны многих из его соотечественников 
и ны мы уже и сами подчеркивали, в значи- 
а и вполне обоснованное противодействие. О 
т 9 ‚полном проведении его предложений, по- 
И а средней ш ‹олы, едва ли теперь ‘еще 
и те езно думает. Однако выступление Перрн 
и, ет о что широкие круги 
; в необходимости п 
ктивному преподава м 
нию ге у Й 
пропедейтичекий ие ометрии экспериментальный 
о мнению В 
т ольфа, влияние Бранфорда было невелико 
а нменно в неи мы вадим методиста самого 
а ны На почве его идей вырос один учебник, на 
т остано.. иться подробнее, а именно, „Школь- 
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ки“ Давида Майра (Ра\@ Мачуг) т) 
ет сторонником того способа пре- 
в настоящее время имеют в виду, 
бочем или трудовом преподавании. 
Оно характеризуется такими признаками: исходный пункт 
преподавания образуют искусно подобранные задачи. 
Решение этих задач должно происходить путем дискуссии 
между учениками и учителем при минимальном руковод- 
стве с0 стороны последнего. Чем больших результатов 
достигают сами ученики без помощи учителя при решении 
поставленных проблем, тем надежнее, как правильно ут- 
верждает Майр, овладевают ученики полученными знани- 
ями, тем ценнее духовное развитие прнобретенное ими в 
процессе обучения. Но чтобы ученики были способны к 
самостоятельным математическим рассуждениям, они дол- 
жны обладать известным запасом конкретных математи- 
ческих сведений. Если ученики размышляют слишком 
медленно, то полезно, как полагает, далее, Майр, увели- 
чить этот запас знаний упражнениями в черчении и изме- 
ренин, следовательно, продолжать далее курс главным 
образом по экспериментальному способу и только тогда 
возвратиться к продумыванию результатов, добытых из 
опыта „То гереаё ве \уот@з ой апо#егз геазоптя 13 по 
ю геазоп“ (стр. 11) |Повторять слова чужих рассуждений 
не значит россуждать]. При случае рекомендуется, при 
более трудных проблемах, обращать особое внимание на 
быстроту, с которой подвигается вперед преподавание, 
так как метод наиболее пригодный как для практических, 
так и для формальных целей преподавания, а именно, 
метод совершения открытий самими учашимися возмо- 
жен только при медленном движении вперед, если же 
движение будет быстрее, то преподавание можно вести 
лишь догматически. Еще большая поспешность может 
сбить с толку ученика и даже повредить его здоровью. 
Далее, Майр обращает особенное внимание на то, чтобы 
требовать от ученика тех доказательств, необходимости 
которых он не способен понять, так как подобный метод 
должен уничтожать в юном уме всякое понимание сущно- 


ный курс математи 
Этот автор выступа 
подавания, который 
когда говорят о ра 


1) „А Эсноо! Соигзе о! Ма{нетаНс5", Охюга. А Че Сагеп4оп 
Ргезз, 1907. 
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сти и цели математического доказательства. Он предо- 
стерегает от того, чтобы указывать ученикам на логичес- 
кие трудности, которых они не чувствуют сами. 

При подобном преподавании особенно важное значе- 
ние имеет правильный выбор проблем. При этом нужно — 
подчеркивает Майр — заботиться о том, чтобы этот интен- 
сивный метод не слишком суживал широту теоретических 
и практических знаний, получаемых от обучения. Майр, 
книга которого написана-дяя тех годов обучения, которые 
соответствуют нашей низшей и средней ступени, исходит 
всегда из таких проблем практической жизни, правиль- 
ное трактование которых имеет достаточно большое зна- 
чение для умственного развития. Он аргументирует так 
(ср. предисловие): о ценностн проблемы можно судить с 
двух точек зрения, во-первых, по ценности тех знаний. 
какие дает ее решение, и, во-вторых, по тому воспита- 
тельному значению, которое связано с выработкой реше- 
ния. Первая ценность проблемы (определяемая суммой 
приобретаемых знаний) тем больше, чем теснее проблема 
связана с человеческой жизнью и ее интересами, и тем 
меньше, чем дальше она от этой жизни. По психологи- 
ческим причинам преподавание только в том случае содей- 
ствует умственному развитию, если оно идет от коикрет- 
ного к абстрактному. Но такой путь наилучше осуществим 
в сочетании с объектами конкретных человеческих инте- 
ресов. 

Назовем некоторые из проблем, которые Майр пред- 
лагает в своей книге и трактовку которых он излагает втом 
виде, в каком она получилась в процессе свободной 
дискуссии с его учениками. 

1. Ребенок устраивает в саду тайник для сокровищ и 
прикрывает его так, что его нельзя распознать среди окру- 
жающих предметов. Какими измереннями он может фик- 
сировать положение тайннка так, чтобы он сам опять мог 
бы его найти? 

2. Определить место стула на полу. 

3. Скопировать данную географическую карту. 

4. Глава, в конце которой рассматривается бином Ныо- 
тона, начинается с азбуки Морзе и с возникающих в связи 


с этим простых вопросов, которые относятся к комбина- 
торике. 
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5. Вычисление со степенями и лы 
как могут быть 
ются в связи с вопросом, ЕЕ 
е встречавшиеся вычисления. 
определенные, уже раньш р 
Га Майра ИНО мы уже ее И Е 
Й видимому, 
шей и средней ступени. 110 
ысшей ступени 
ется преподавания на в 
учат. Что же каса а 
`лий привести отн 
английских школ, то трудно РВ 
ные указания и предл 
анные общего характера. Цен 
ма, которые относятся к Вы т а 
ня : я 
найти в таких работах пик: „ А 
о{ Сеотену“ („Воспитательное значение В 
А. Эспоо! `Саштзе м А4уапсеа Сеотену ь в. 
курс геометрии для высшей ступени“); и 
принадлежит ты ых р. и 
екот 
а вторая Дюреллу (С. У. Виге!). 
и Дюрелля, о которых 7 ОВ, а 
Г в английски . 
насколько с ними `ечитаются 
стоят в том, чтобы ввести при преподавании Пека 
разделы: мнимые элементы в геометрии, один пр 
способ применения однородных координат для т 
ния значения несобственных элементов, Е 
и наглядная реализация следующих преобразований: 


СХ, у=уУ 
ср ге. 
УР У’-Р 


С помощью первого преобразования о превра-- 
: 2 у > 1, если 

тить в окружность х* - у*==7? эллипс 5-я = 1, 
константа с — действительна и выбрана соответствующим 


обр зом, И гиперболу = — п =1, е = мое число. 
[м МНИ е 
а ; г ря ‚ если 


Таким образом можно целый ряд теорем, я 
к окружности, перенести на эллипс и гипер и ы 
преобразование — очень простой случай т ПОВ 
может найти полобное предыдущему применение. ыы 
того мнения, что изучение ортогональной и ны т 
проекции очень сильно упрощается, если допусть я 
бы в скромных размерах, аналитические вычисл а 
застывать на пуристской точке зрения, которая допу 
скает только чисто геометрические доказательства. 
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2. Франция 


Мы уже констатировали строго централистическую 
организацию в качестве признака, которым резко отли- 
чается французская постановка школьного дела от англий- 
ской. Система современного среднего образования во 
Франции такова. После того как ученик прошел курс 
двух „подготовительных“ классов (С]аззез ргёрагаю!ез) 
и двух „начальных“ классов (С1аззез @ететаез), он, 
в возрасте примерно 10—11 лет вступает в среднюю 
школу. Последняя делится ва 3 „цикла“ (Сус1ез), из кото- 
рых первый обнимает 4 года, второй 2 года и третий 1 год. 
В первом цикле ученики могут выбирать между двумя 
„отделениями“ (5есНопз) А и В. В отделении А с пер- 
вого же года изучается латинский, а с четвертого — гре- 
ческий, как обязательные предметы. В отделении В древ- 
ние языки заменяются более глубоким изученнем мате- 
матики, естествознания и черчения. Программы обоих 
отделений построены таким образом, что ученики по окон- 
чанни первого цикла обладают знаниями, которые пред- 
ставляют нечго целое и могут оказаться для них доста- 
точными. Во втором цикле имеются четыре отделения 
А, Б, С, Б, которые могут быть охарактеризованы такими 
предметами: А: латинский — греческий; В: латинский — но- 
вые языки; С: латинский — математика — естествознание; 
О: математика — естествознание — новые языки. В конце 
второго цикла ученик держит экзамен на получение пер- 
вой степени звания баккалавра, к получению второй сте- 
пени которого подготовляет третий цикл, состоящий 
только из одного класса. Здесь ученикам предоставлен 
выбор между С!аззе 4е Мата! диез (8 час. математики 
в неделю) и С!аззе 4е РЮЙозорше (1 час математики в 
неделю). Успешное окончание С]аззе 4е Машетайдиез 
еще недостаточно для поступления в ряд высших школ. 
Есое Ро]уёсппие (Политехническая школа), дающая 
предварительную подготовку для будущих военных ин- 
женеров Есо]е Сепйга1е 4ез Аз её Мапшас{итез (Цент- 
ральная школа искусств и промышленности’, готовящая 
гражданских инженеров, и физико-математическое отделе- 
ние Есое Могта!е Зирёцеиге (Высшей нормальной школы), 
которая выпускает учителей средних школ, —комплектуют 
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состав своих слушателей только на основе приемных ис- 
пытаний, К этим испытаниям  подгоговляет для Есо!е 
Ро|у{сВтаие, так называемый „Класс специальной мате- 
матики“ (С!аззе 4е МатётаНацез Зрёа1ез), для успеш- 
ного посещения которого следует сначала пройти „Под- 
готовительный класс специальной математики“ (С!аззе 4е 
МабтаНацез брёс1а!ез ргбрага!оге) (несколько таких 
классов имеется прежде всего в Париже). К поступлению 


в Ёсо]е Сепга!е готовят другие классы, которые называ- 
ются С!аззез 4е Сепна!е. Учебный материал этих отделе- 
ний простирается вплоть до диференциальных уравнений 
и теории кривых и поверхностей. Еженедельные внеклас- 
сные испыгания учеников способствуют закреплению 
пройденного материала. Приемные экзамены в вышеназ- 


ванных высших школах, особенно в Ёсо!е Роу{веваие, 
очень трудны. Только минимальному количеству учеников 
удается выдержать эти экзамены после одного и 
года работы в С!аззе 4е Ма ётаНацез Зреса!ез. Боль- 
шинство же посещают этот класс в течение двух или 
трех лет. 
о сете французских учебных планов по матема- 
тике для средних школ, то подробности можно прочесть 
в отчете для ПпиК, составленном Руссо (ТН. Коиз$еац) 1). 
Упомянем только об одном моменте, касающемся распо- 
ложения материала, так как в этом французские учебные 
планы принципиально отличаются от немецких. В то время 
как в Германии математический материал, проходимый 
зв данном классе всегда нов по отношению к пройденному 
в предыдущем году, во Франции это не всегда имеет 
место. Как и сама средняя школа, так и учебный матс- 
риал — во всяком случае поскольку это касается матема- 
тики — распадаются на три цикла. Каждый последующий 
цикя имеет задачей не только изучение новых областей, 
но и проработку пройденного в предыдущем цикле, уже 
по-иному, в соответствни с ббльшей зрелостью учеников. 
Такое расположение можно назвать расположением по 
концентрическим кругам; в методическом отношении 


1) Соттиззюп Пиегаабопа!е 4е ГЕпзерпететё Ма таНаие/ $015- 
ыы Ргапса!з. Калррогё5. Усите ИП. Епзевпетел! Зесопдате. 
РиБИсб ‹оиз 1а ЧнесНоп 4е М. СН. Вйоспе, Раф5 1911, стр. 76-117. 
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в самом внутреннем кругу господствует интуиция, а в по- 
следующих все больше вступает в свои права. дедукция. 
В широко распространенном и прекрасном „Учебнике 
Геометрии“ Адамара (7. НаЧаштага) *), который написан 
для С]аззе 4е МабшаНацез, изложен весь курс геомет- 
рии с самого начала, а не только те чавти, которые яв- 
ляются новыми для этого класса. Но зато вещи, уже ра- 
нее известные ученикам этого класса, получают злесь 
чрезвычайно широкий размах, притом в более высоком 
роде, чем это было доступно предыдущему возрасту. 

Влияние Мера (Мёгау) на преподавание гео- 
метрии во Франции. Книга Мерэ, о которой мы уже 
подробно говорили, оказала неоспоримое влияние на пре- 
подавание геометрии во Франции. Учебные планы 1905 г., 
тода появления третьего издания книги Мерэ, содержат 
следующее место: „Цп арре! сопз{ап{ & 1а поНоп 4е шоиц- 
уетегй зетЫе Чеуойг 1асИЦег Гепзе1опетеп{ 4е 1а 26отб- 
{пе ; с’ез{ а1131 дие 1е рагаИ8Нзше зега 6 а 1а поНоп 
ехрёйтеп{а!е 4е \тап$!аНоп, чие Гёи4е 4ез ЧгоНез её 4ез 
р!апз регреп@1си!айшез гёзиЦепа 4е 1а гофаНоп 1446е 4’6ва- 
[46 зега Ибе а сеЙе 4и Напзрог6 4ез Неигез, аие Гоп рге- 
с!зега еп питодизатй 1а поНоп зипр!е Фопео#оп"“ 2). Но 
и возражения против Мерэ были велики; в основе их ле- 
жали различные причины. В отношении языка его изло- 
жение тяжеловесно и не отличается той ясностью и изя- 
ществом, которую мы часто находим в других французских 
учебниках математики. 

Многие, далее, не могли привыкнуть к тому, что во 
главу геометрии должны быть поставлены иные аксиомы, 
чем те, которые отчетливо высказаны Евклидом. Наконец, 
многие из тех, кто охотно соглашается с основной мыслью 
Мерэ — положить в основу геометрии свойства двнжений, 
не могли примириться со слиянием (Ризюп) планиметрии, 


) „[.есопз Че звотёче $ зтенане", т. [ 8-е изд., 1924; т. П, 4-е изд» 


1921. 
?) „Постоянное обращение к интуиции должно, повидимому, облег- 
чить обучение гесметрни; этим именно путем параллелизм можно будет 
ув"зать с полученным из опыта понятием смещения, а учение о пер- 
пендикудярных прямых и плоскостях получится из врашения; идея ра- 
венства будст поставяена в связь с идеей переноса фигур, которую 
можно уточнить, нволя простое понятие направленности“. 
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и стереометрии. Но наиболее тяжелым был упрек, на- 
правленный против Мэре, в том, что он придавал слишком 
малое значение количеству аксиом. За этот пункт ухва- 
тывается Бурлэ (С. ВоиПеф ср. стр. 373). Он привлекает | 
понятия группы и преобразования и указывает на то, что | 
основная мысль в теории сдвигов Мерэ может быть пред- | 
ставлена в такой простой форме: группа сдвигов явля-| 
ется инвариантной подгруппой *) главной группы движе- 
ний. Стоя на такой точке зрения, Борель (Е. Воге!) и Бурлэ 
написали учебники, в которых построение Мерэ упрощено, 
при более отчетливой разработке его основной мысли. — 
Более радикальными являются предложения Руссо в на- 
званном выше отчете для Ппик. Он требует полного от- 
каза от Евклида н неограниченного господства идеи пре- 
образований. Для учебников геометрии и для начального 
преподавания математики он предлагает следующее рас- 
положение материала: 

1. Начало должно составиться из понятий и‚из теорем, 
относящихся к геометрии наиболее общих однозначных 
точечных преобразований, т. е. к Апа|уз1з Низ. При этом 
имеется в виду, конечно, Апа!уз1з ЗИиз, базирующийся 
на опытных данных. Здесь следует, по мнению Руссо, 
говорить о таких понятиях, как понятие тела, поверхно- 
сти, линии, „внутри“ и „вне“, пересечения, связности. 
Ничто, как думает Руссо, не препятствовало бы тому, 
чтобы обратить внимание учеников на такие проблемы, 
как задача о мостах и островах, о четырех красках, о ко- 
личестве сторон поверхности. 

2. На втором месте стояло бы изучение движений во- 
обще и, в частности, вращений с их приложениями: пря- 
мая линия, перпендикулярность, сложение вращений, пло- 
скость, круг, симметрия, геометрия пучка лучей. Сюда 


1) Подгруппа = группы С называется инвариантной, если при опре- 
деленном процессе сложения (сочетания) какого-либо преобразования 
Г, взятого из & (т. е. принадлежащего подгруппе #) с каким-либо пре- 
образованнем 5, взятым из (, снова получается некоторое преобразэвз- 
ние, принадлежащее 2’ (группа инварнантна по отисшенню к соотвст- 
ствующему процессу). Этот процесс, если $! есть обратное преобра- 
ник по отиошению к 5, определяется так: образуем произведение 
5*5— Ти затем 5*$, что равнозначно с $-17$. Преобразование $115 
должно принадлежать к группе #. 
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относились бы все свойства, которые общи неевклидовым 
и евклидовой геометриям. Действительно, в этой части 
геометрии мы еще не пользуемся тем фактом, что группа 
движений имеет инвариантную подгруппу. 
3. Третья группа была бы посвящена сдвигам и их 
применениям: параллелизм, метрические отношения. 
4. В четвертой части изучались бы другие группы пре- 
образований. каковы группа преобразований подобия, 
группа преобразований посредством обратных радиусов. 
Требуемое здесь подразделение принципиально не про- 
тиворечит основным положениям педагогики. Каждая из 
четырех названных геометрий содержит наряду с труд- 
ными проблемами также и очень простые, а расположе- 
ние материала по концентрическим кругам здесь в такой 
же мере возможно, как и при традниионном построении 
геометрии. Прежний способ изложения геометрии, кото- 
рый ведет свое начало от Евклида, разделяет матернал 
в сущности по фигурам (прямая, треугольник, четыреуголь- 
ник, круг, плоскость, пространственные фигуры). Во мно- 
гих ‚учебниках эта более старая точка зрения переме- 
шана с только чго описанной. 
Одним из наиболее ранних немецких учебников 
в которых руководящей служит точка зрения преобразо- 
ваний, является книга Бретшнейдера (С. А. Вгезевпеаег) 
„Курс низшей геометрин* („ГевгееБапае 4ег п1е4е- 
геп ОСеотане“, Чепа 1844 , написанная под влиянием ра- 
бот Мёбиуса и предназначенная для преподавания в гим- 
назиях и реальных школах. В этом учебнике устранено 
обычное деление на планиметрию и стереометрию, а вме- 
сто него введено следующее подразделение. 
1. Синтетическая геометрия. 
а) Геометрия положения. 
Ь) Геометрия формы. 
с) Геометрия меры. 

2. Аналитическая геометрия: 
а) Гониометрия. 
Ь) Тригонометрия. 

‚ ©) Координатная геометрия. 

Гочно так же на понятии преобразования базируется 
упомянутый уже на стр. 390 „Учебник элементарной 
геометрии" Генрици и Тройтлейна. 

` 
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3. Италия 


По декрету бывшего министра Джентиле от 6 мая 
1923 г. путь к высшей школе ведет либо через трехлет- 
ний [Мсео с1азз!со (Классический лицей), либо через четы- 
рехлетний 14сео зЧеп со (Научный лицей). В [4сео с1аз- 
$со поступают по приемным экзаменам после четырех 
лет народной школы и пяти лет гимназии. Для поступ- 
ления в Мсео змепННсо достаточно при том же сроке 
обучения в народной школе еще четырех лет гимназии 
или четырех лет обучения в какой-нибудь другой средней 
школе, , 

Такими средними школами являются дополнительные 
школы, которые соответствуют приблизительно прусским 
Мише! зсВшеп (средним школам) и младший курс (концентр) 
1 ест со (техникума), задачей которого является 
подготовка среднего технического персонала. Насколько 
сильно Джентиле урезал в Италии математику и естест- 
вознание, можно видеть из следующих данных, которые 
мы заимствуем из цитированного уже на ыы 420 издания 
итальянского министерства просвещения. гимназии на 
математику-отводится, если итти от младших классов к 
старшим (счет, т. е. начальная арифметика, особо не вы- 
деляется), 1, 5, 2, 2, 2 часа; на физику, химию и биоло- 
гию не дается ни одного часа. сео с1аз$1со на мате- 
матику и физику, вместе взятые, дается 4, 4, 5 часов, на 
химаю и биологию, тоже вместе взятые 3, 2, 3 часа. Зато 
на историю и географию вместе отводится в гимназии 
5 5, 4, 3, 3 урока, а в [сео с1а$$1со на одну только ис- 
торню 3, 3, Часа, на философию и гражданское право 
тоже 3, 3, Зи на историю искусств 2, 2. Общее число 
часов по научным предметам колеблется в гимназии между 
21 и 24, ав [сео с!азйсо между 25 и 96 в неделю. 
В [сео з“епННсо, в котором естественно-математический 
элемент должен быть особенно подчеркнут, на матема- 
тику и физику вместе отводится 5, 6, 6, 6 часов, на фи- 
лософию и гражданское право 4, 4, на историю 3, 3, 8. 
2, на биологию, химию и географию также 3, 3, 2, 2 часа: 
Младший курс (концентр\ 154Ищо Чеспсо имеет для ма- 
тематики, включая счет, 2, 2, 4, 4 часа, но ни одного часа, 
как и в гимназиях, для физики, химии и биологии. В 
вышеупомянутом „Сборнике“ (ВассоНа) нет учебных пла- 
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нов. Сказано только, что требуется на отдельных испы- 
таниях. Как о характерном новшевстве следует упомянуть, 
что в 14сео зФепИНсо на уроках философии и граждан- 
ского права, которые как правило, не находятся в руках 
естественника, кроме указанных в названии областей, 
должны излагаться также история математики и естест- 
вознания. Соответствующее место, указывающее учебную 
цель (КассоНа, стр. 369) в свободном переводе гласит так: 
проблема математики и естествознания в ее историчес- 
ком развитии. Естествознание древних (математика, фи- 
зика, химия, астрономия}. Средневековое естествознание. 
Естествознание в эпоху Ренессанса и натурализма (Те- 
лезий, Кампанелла, Коперник, Джильберт). Великий во- 
прос птоломеевой и коперниковой системы мира (Галилей). 
Проблема научного метода (Бэкон, Декарт). временное 
естествознание. Новые теории естествознания (Кроче 1), 
Максвелл, Мах, Пуанкаре). 

Очень подходящий для этого преподавания учебник 
„Страницы из истории науки“ („Разше 4 З1юйа 4еПа 
Зс1еп2а“) недавно издал Джино Лориа (Сто 1.опа)?). Из 
новых итальянских учебников, предназначенных для пре- 
подавания геометрии в средних школах мы имеем под 
руками два. Один из них составили Бурали-Форти (С. 
ВигаН Рог) и Марколонго (В. Магсо!оп&о), предназначая 
его для старшего концентра (двухлетнего) в 1544 1ес- 
п1<! 3); другой написал Предела (@. РгедеЙа) для упо- 
требления в лицеях“). Невозможно, конечно, по характеру 
этих двух книг судить с уверенностью о типичных чер- 
тах итальянского преподавания, но мы упоминаем о них, 


так как они выдвигают новые точки зрения по сравнению | 


с ранее упоминавшимися. Первая из этих книг при из- 
ложении геометрии постоянно пользуется понятием век- 
тора. Названия глав следующие: Сбщие сведения о век- 
торах; Сумма двух векторов, произведение вектора на 
вещественное число; Скалярное произведение лвух век- 
торов; Вращения, включая такой параграф: оператор # 


1) Бенедетто Кроче — известный итальянский фиялософ-идеалист. 

2) Вышла в ВЪо{еса Рагама, „Зюнае Репзего“ („История и Мысль“). 

8) Согзо 4 Мафетайса ре! бесопфо В!юпшо ЧевН 15 Теспсь 
‚ П Сеотеёча, Етепхс. 

“) ЧеотеёЧа а@ изо Че! Нсет, С. В. Рагама, Тойпо— МЙапо. 


%о 


\ 
] 
| 


| 
| 
| 
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(вращение на прямой угол); круговые функции; прямо- 
линейная тригонометрия; векторное произведение; сфе- 
рическая тригонометрия; конические сечения; различ- 
ные вопросы (понятие степени точки по отношению 
к окружности, преобразования посредством обратных 
радиусов и т. д.). В предисловии к книге составители 
говорят следующее: теперь векторы имеют всеобщее при- 
менение в университетском преподавании; они подчи- 
няются алгорифму, который подобен употребляемому в 
алгебре н столь же прост, как‘ этот последний; они гео- 
метрически столь наглядны, несмотря на свой алгебра- 
ический алгорифм, что не должны остаться неизвестными 
ученикам старшего курса средних школ. 

Нам книга эта представляется слишком перегружен- 
ной формулами и чересчур абстрактной. Последнее частью 
относится в еще большей мере к учебнику геометрии 
Пределла. Она начинается с главы, В которой изложены 
со всей строгостью понятия величины, верхней границы, 
иррационального числа, которые применяются потом 
к некоторым теоремам планиметрии. В дальнейшем изло- 
жении книга не выходит за пределы простейших сте- 
реометрических фактов, что обусловливается, повиди- 
мому, небольшим количеством уроков, отведенных на 
математику. 

На стр. 376 мы говорили о фузионизме в преподавании 
стереометрии и планиметрии, как об особенно распрост- 
раненной в Италии идее. Но эта характеристика целиком 
и полностью не соответствует более современному по- 
ложению вещей. Уже во время дебатов на конгрессе 
Ппак в Милане в 1911 г. стало ясным, что фузионистские 
стремления отошли в Италии соверщенно на задний план. 
Это пришлось констатировать как раз в тот момент 
когда Тройтлейн (Р. Ттеиеш) пытался возбудить в Гер- 
мании интерес к фузионистским идеям своим пере- 
водом !) фузионистского З41ап4ага \У\огк (нормального 
учебника) итальянцев, а именно, книги „ЕетепН 4! 
Сеоте{ а ?) [.222ей и Ваззан. 


1) Гаххег{ ци Ваззап}, 
. ТгецИет, Герир 1911. 
2) 1-е изд., Муопю 1891; 2-е изд., 1898. 


Ф. Блейн, Эломентерная математика 


Еетеще 4ег Сбеоте{ Че, дещсВ уоп 
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4. Германия 
(О дальнейшем развитии прусской школьной реформы) 


Уже в первом томе говорилось об истории препода- 
вания математики в Германии, в особенности же о том по- 
ложении, какое заняли математика и естествознание после 
проведения прусской реформы преподавания 1924 г. 1). 
Одна .из центральных мыслей этой реформы, как она 
первоначально была задумана, требует развития четырех 
совершенно различных типов средней школы, каждый из 
которых должен обслуживать отдельную сторону куль- 
турной жизни. з 

Классическая гимназия (с древними языками) 
должна ставить в центр своего преподавания установ- 
ление связи между немецкой и античной культурой. Ре- 
альная гимназия имеет целью изучение современной 
европейской культуры и может быть охарактеризована 
как гимназия новых языков, так как новые иностранные 
языки являются ее главнейшими предметами. Руководя- 
щая роль математическим и естественно-научным пред- 
метам отводится в высших реальных училищах 
(ОБегеа!зсви]е). 

От них кроме выполнения чисто специальных задач 
требуется в особенности изучение культурного значения 
математики и естествознания. Наконец, задача „Немец- 
кой старшей школы“ (Пецшзсне ОБегзсне) состоит 
в том, чтобы дать понимание немецкой культуры: не- 
мецкий язык, история и география являются предметами, 
которым в ней должна принадлежать доминирующая роль. 

Требование „чистоты . школьных типов“ отразилось 
для математических и природоведческих предметов в 
том, что в таблицах числа уроков, предложенных пер- 
воначально прусским министерством просвещения, эти 
специальности в большой степени утратили свое значе- 
ние во всех школах, кроме ОБеггеа1сьшШе. Чтобы пра- 
вильно оценить значение такого оттеснения этих специ- 
альностей для подготовки инженеров и медиков и для 
естественно-математического образования представителей 
других профессий, необходимо знать, что количество 


1) Ср. т, [ стр. 411 и сл. 


й 
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Оъенеа!зс еп в Пруссии еще очень незначительно, при- 
чем о планомерном увеличении их числа никто не думает, 
а преподавание в многочисленных реальных гимназиях, 
имевшее до сих пор значительный математико-естествен- 
ный уклон, теперь должно было его утратить. 

Борьба, которая завязалась с самых различных сторон 
против прусской школьной реформы, имела результатом 
то, что произошли изменения в распределении уроков 
в направлении ослабления тенденции к типизации. В клас- 
сических и реальных гимназиях естественно-математи- 
ческое преподавание было несколько усилено, но в ОБег- 
теа!зсв1еп пришлось примириться с некоторым его ос- 
лаблением. Мы не можем входить в детальный разбор 
этих вещей и отметим только следующее; 

1. Ни в одной средней школе число часов, отведен- 
ных на естественно-математические предметы, не дости- 
гает той высоты, на какой оно стояло до реформы. О 
выполнении требований пересмотренных меранских учеб- 
ных планов по отношению к числу уроков не может 
быть и речи. 

2. Наибольший ущерб среди естественных наук испы- , 
тала пра прусской реформе биология. Возможно, что в, 
таком невнимательном отношении к этой науке сказа- 
лось влияние мотивов, основанных на мировоззрении, \ 
которое давно оставлено позади современным развитием 
науки. 

3. Если сравнить в отношении организации (а не 
в отношении духа, господствующего в преподавании и 
воспитании) прусское среднее образование с английским 
и французским, то приходится констатировать при пере- 
ходе от Англии через Францию к Пруссии все меньшее 
и меньшее учитывание индивидуальности ученика. В Ан- 
глии мы находим наибольшую свободу в организации, 
ради интересов учащихся. Во Франции три раза, а именно 
при вступлении в каждый из трех циклов, предоставляется 
возможность выбора того типа школы, который наиболее 
соответствует характеру дарований и интересам ученика. 
В Пруссии же ученик, как правило, а именне, если он 
живет в небольшом городе с одной только мужской 
средней школой, связан с односторонним типом 
школы своего родного места. 

28* 
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4. Недавно появились новые директивы к учебным 
планам прусских средних школ \). 

Высказанное нами в первом томе предположение, что 
в них будут полностью учтены основные мысли реформы 
преподавания математики, подтвердилось: не считая не- 
которых отклонений, новые прусские учебные планы в 
части, касающейся математики, находятся в согласии с 
пересмотренными меранскими учебными планами. Поэтому 
в будущем во всех прусских средних школах функция 
явится центральным понятием в преподавании математики, 
и во всех них должны будут обучать начаткам исчисле- 
ния бесконечно малых, Развитие пространственной инту- 
иции выдвигается. на первый план, истории математики 
приписывается принципиальное значение, и надлежащее 
внимание должно быть обращено на приложения. Геомет- 
рическое черчение должно входить как существенная 
составная часть в преподавание математики; вся на- 
чертательная геометрия включается в него. 
Как ни достойно приветствия последнее требование, но 
является все же большим вопросом, не останется ли оно, 
по причине недостаточности предоставленного времени 
в значительной части на бумаге. 

5. В методической установке прусских учебных планов 
особо важную роль играют два требования: трудовое 
‘обучение и концентрация (Пег Агре{зитщетисЬ{ ии@ 
Че Копзег{гаНоп). Что следует понимать под трудовым (или 
рабочим) преподаванием. мы пытались охарактеризовать 
при разборе английского учебника Давида Майра. В Гер- 
мании этот метод преподавания, преследующий возможно 
большую самодеятельность учеников, преимущественно 
связывается с именами Гаудига (Саи415) и Кершенштейнера 
(Кегэзспепз{етег). Под концентрацией понимают устране- 
ние того, что несколько учебных предметов проходятся 
одновременно, но без всякой связи между ними, и вве- 
дение сознательной совместной проработки их рука об 
руку, в окончательном итоге, —такая установка всего 
преподавания, которая была бы направлена на осущест- 
вление образовательной цели школы. На тесную связь, 

1) ВемИщепт г Фе Гевгрпе 4ег поНегеп ЭсьшШеп Ргеиззепз, Тей 1 


и, П, Вегацзререеп уоп Ми!ецашгаь, ЕКснем, Вет 1925, \Уетаип- 
зсне Виспнапашия. 
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существующую между тенденцией этого моего труда и 
требованием концентрации мы уже указывали раньше ). 
Но при этом утрировка этого требования, физически 
имевшая место в прусской школьной реформе, была ре- 
шительно (нами) отклонена, ввиду невозможностн соот- 
ветствующей подготовки учителей. 

В прусских директивах относительно математики ска- 
зано: „Следует стремиться к установлению возможно боль- 
шего числа связей между математикой и остальными пред- 
метами преподавания“. Для движения в пользу реформы 
преподавания математики мысль о концентрации, выра- 
женная в такой форме, не представляет ничего нового; 
напротив, все направленные к реформе стремления давно 
были проникнуты этой мыслью. Он проявляется в них 
прежде всего под именем фузионизма в требовании це- 
лесообразного сочетания отдельных частей математики. 
В тесной связи с этим находится убеждение в том, что 
центральные понятия, пронизывающие всю математику, 
как, например, понятие функции, преобразования и группы, 
должны являться также и в школьном преподавании объе- 
диняющим началом. Наконец, и постоянно повторявшееся 
реформистским движением требование включения при- 
ложений математики имеет тот же смысл, что и цитиро- 
ванное выше требование. Поэтому понятно, что учителя 
математики, желающие согласовать свое преподавание 
с требованием концентрации, могут опереться на обширную 
литературу. Кроме уже цитированных в первом томе этого 
сочинения статей немецкой подкомиссии пик, из кото- 
рых соотношениям между математикой и соседними об- 
ластями в особенности посвящены статьи третьего тома, 
и кроме той части издания „Культура нашего времени“ 
(„КиНиг ег Себепууаи“), редактированной Ф. Клейном, 
которая посвящена оценке культурного значения мате- 
матики, упомянем еще о следующих изданиях: 

а) Лекция Р. Шиммака (К. Зспиишак), прочитанная 
при получении звания доцента, „О слиянии различных 
ветвей в преподавании математики“ („ОБег Фе Уегзсте! 
зипе уегзсШедепег Дмере Чез тафетаНзснеп И цегис $“), 
напечатанная в 7-ой тетради 1-й серии „Отчетов и с00б- 
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438 ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ПРЕПОДАВАНИИ ГЕОМЕТРИИ 
‚1овых прусских учебных планов усвоили точку зрения 
О и м КОМИС- [ефферса и требуют введения метода одной плоскости 
сии по преподаванию математики“ (11р218 1917). 'роекций в классах Цлуег- и ОБецеша (4-й и 5-Й классы 
Ъ) Большинство томиков издаваемой Лицманом и ВИТ-/ летней гамназии) 
тингом физико-математической библиотечки (\. Мее- 5 Новые учебные планы требуют для классов беха и 
О Зина (1-й и 2-й классы) пропедевтически-наглядного 
с) Сальковский (Е. ЗаКо\/зК!), Понятие ГРУППЫ учения пространственных форм, а в классе Оцана (тре- 
как классификационный принцип в преподавании геомет-. м) — черчения контуров простых тел и их проекций на 
ии (Оег Ошррел Безий а!1$ Огапипязрипр 4е$ еоте{- 2 р 
р рр 8 р ЕР 8 дну плоскость. Для соответствующего преподавания учи- 
Изснеп Опегисьз, Вешей 7 гиг „бейзсвий г шатета-'ЛНУ ? 
: о : = - не т большую пользу следующие два сочинения: 
Нзсвеп ипо пайигиззепзсваННсвеп Олегисв", Геграе 1924). ®ЛЯМ ВНЕ 
ие ° а) Сложившаяся на основе зрелого педагогического опыта 
Ь 4) Шефферс и Крамер (С. Зспейегз ипа \. Ктатет), ига Тройтлена (Р. Ттецйе) „Наглядное преподавание гео- 
И начертательной и пространственно `ео-етрии как низшая ступень двухступенного преподавания 
рии (1.еМаеп Чег Чагз{еПепаеп ип@ гаитИсвеп Сеоте{ еометрии в наших средних учебных заведениях“, 1911 1). 
. А : тен г 
пе, 1 Тей, г Отменегаа $ Ошегзесипаа, ге1рае, Оие!е Ь) Весьма интересное, пересыпанное многими истори- 
ип@ Меуег, 1924; П Те! #г ОЪегзесипаа 613 ОЪегрита, 1925). ескими и культурно-историческими соображениями, со- 
Это сочинение исходит из той мысли, что для выра- инение Тимердинга (Н. Е. Типегаие) „Воспитание нагляд- 
ботки возможно лучшего пространственного представле- „о представления“ (1912) 3) 
ния необходимо более планомерное и более раннее фу- 7. В заключительной главе на стр. 396 был упомянут 
зионирование планиметрии и стереометрии, чем ЭТО ДО ик геометрии Тройтлейна и Генрици. С тех пор по- 
сих пор имело место. Переходя же к осуществлению „илось большое количество новых учебников, учиты- 
этой фузионистской идеи, вскоре наталкиваемся На Не- „(их основные идеи движения за реформу преподава- 
обходимость вычерчивать пространственные построения. ||„.овем из них следующие два: 
й изображать тела на плоскости. Поэтому фуз т. и- 4) Берендсени Геттинг (Вевгепазеп ип4 @бНте), 
еек ГЕ аниметрия- стерео метрия ПоОУЖ- би математики, построенный насовременных принци- 
даствеще более широкому фузнонированию: (ГенгфисН Чег МаетайК пасв тодегпеп Огипз&4ею, Уег- 
а ге, Е ре Зо зе Теибпег, [е!р21), начиная с 1908 г. во многих изданиях. 
к о, по мнению. Шефферса, метод и Ъ) „Курс обучения математике для средних мужских 
о мере пари рная перспектива бных заведений, изданный Лицманом при участии Фи- 
сравнительно трудны для понимания И ГОДЯТСЯ ТОЛЬКО ера | индлера и Цюльке“ („Мафетайзсвех ОщетшсеН- 
для более зрелых учеников. Зато достаточно простым оне. д; нбнее КпабепзсиШеп, шег МИжИКипЕ уоп 
считает метод проекций с числовыми отметками (или метод ‚р р;сспег Т. Дт@ег ипа Р. 7АЫКе, Бегаизвевефеп уоп 
одной плоскости проекций), применяемый при всякой мен- у т евоана УеЙая Теифпег Гера) 
зульной съемке. При этом методе положение всякой точки, ‘цасть предназначаемая ДЛЯ младшей ступени, вышла 
фиксируется ее планом, т. е. ее проекцией на Плоскость „огими’изданиями, начиная с 1916 г., а часть, предназ- 
чертежа, предполагаемую горизонтальной, и числом, УкКа- „цаемая для старшей ступени, начиная с 1920 т. 
зывающим высоту точки над плоскостью чертежа. Этот - 
прием Шефферс делает еще более наглядным тем, что т. 
он отмечает высоты не числами, а посредством отрезков, 
которые надо брать с масштаба высот, имеющегося при '!) „Оег хеотейизспе Алзспаиаазшиегисий а15 Опцегзние ейпез 24/1 
чертеже. Конечно, в названном руководстве разбираются #1897 о и Нани а ‚Герай 1911 
и другие приемы начертательной геометрии. Составители - г Обь ЕР : 
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